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Capitulo I — Introducédo
Conceitos primitivos e postulados
1. Resolvido.

2. Infinitas.

Justificacdo

Consideremos dois pontos distintos
do espaco A e B. Esses pontos deter-
minam uma reta r. Consideremos um c

ponto C do espaco, fora de r. Os pon-

tos A e C determinam uma reta s e os pontos B e C determinam uma reta 7. Des-
se modo, podemos construir ‘‘tantas retas quantas quisermos’’, isto é, construi-
mos “‘infinitas’’ retas.

3. a) A, B e C sdo colineares. y
Temos 3 retas a saber:
AD BD CD e a reta que passa ¢
por A, Be C. B
A

b) A, B, C e D nédo sédo coplanares.
Temos 6 retas a saber

AB AC AD BC BDeCD

4. Temos trés possibilidades:

12) os pontos sdo colineares: A € r,Ber,Cer,De€r

Neste caso 0s pontos ndo determinam plano, mas por eles passam infinitos planos.
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2?) os pontos sdo coplanares: @ = (A, B, C); D € o

10.
i1.
Neste caso os pontos determinam um s6 plano, que é o plano «.
3%) os pontos ndo sdo coplanares: o = (A, B, C); D £ «
12.
Neste caso 0s pontos determinam quatro planos:
a=(A,B,C),8=(A,B,D),y=(AC,D)es = (B, C, D).
5. Resolvido.
6. As. pc?ntas das pernas de uma mesa de 3 pernas determinam um tnico plano, que 13.
coincide com o plano do piso. 4
A's pontas das pernas de uma mesa de 4 pernas podem determinar quatro planos 14.
distintos.
Determinacdo de plano
15.
7. Resolvido.
8. Infinitos.
Justificacdo
Dois poptos distintos determinam uma reta 4 qual eles pertencem e por essa reta 16.
passam infinitos planos.
9. Demonstracdo 17
r e s sdo paralelas distintas
¢ é concorrente com 7 e com s 18.

rNt = {A} sNt = {B}
rZs,1//8) = a=(s)

((X=(I',S),AEI')=A€O[ N
(@=(@s),Bes) = Bea ABCa = tCua

Resolvido.

Seja « o plano (r, P).

As retas distintas r e s sdo paralelos.

Seja a’ o plano (1, s).

(@ =(@,s),P€s) = a' =@0,P) = a' =a
Sea’ =aer Ca’,entdos C a.

a) F, pois eles podem ser colineares.
b) F, pois o ponto pode pertencer a reta.
¢) F, pois a concorrente esta contida no plano das paralelas.

v

eV ' A\".

Resolvido.

Demonstrac¢do (pelo método indireto)

«> > “«> >
ABCD é um paralelogramo = AB//CD = 3al ABC o, CDCa =
= A€q,Bea,Cea,Dea(oqueéabsurdo, pois ABCD éum quadrilatero reverso).
Logo, ABCD nio ¢é paralelogramo.

Demonstragdo (pelo método indireto)

As diagonais AC e BD nio sdo reversas = AC e BD sao coplanares =

= 3ala=(CBD) = Aca,Bea,Cea,D e a. (E isso é absurdo,
pois ABCD € um quadrilatero reverso.)

Logo, as diagonais AC e BD sdo reversas.

Nio sdo obrigatoriamente reversas.
Podem ser paralelas, concorrentes ou reversas.

Resolvido.

avVv b)V

¢) F, pois elas podem ser reversas.

d) V (Elas tém ou nfo tém pontos comuns. Se tem, a classificacdo é V.)
e) Vv



19.

f) F, pois elas podem ser coincidentes.
gV

h) F, pois elas podem ser paralelas.

i) F, pois elas podem ser concorrentes.
J) F, pois elas podem ser reversas.

k) F, pois elas podem ser paralelas.

nv m) V

a) F, pois r ¢ s podem ser paralelas.
b)V

¢) F, pois r e s podem ser reversas.
v eV

f) F, pois r e s podem ser paralelas.
gV

h) F, pois r e s podem ser reversas.

Interse¢do de planos

20.

21.

22.

23.

24,

25.

aVv b) V
¢) F, pois eles podem ser coincidentes.
dVv
e) F, pois a interse¢iio deles é uma reta.
v gV h) V
Resolvido.
. «> hoowd .
Existe um ponto Otal que ABNCD = {O]} e assim recaimos no exercicio anterior.

Resolvido.

«>

aNB = RS

Justificacdo

Rer,rCa = Rea
B=(6,R) = Rep

Analogamente,

Reanp <«
Seang

As circunferéncias distintas C, e
C, tém um didmetro comum AB; entdo:
C, NG, = {A, B}
(ainterseciio é um conjunto de 2 pontos).

26.

27.

28.

29.

30.

31.

«> «>

ABNa = {0}, ACNa = {P} e

>

BCNa = {R}.

SejaB = (A,B,C) e i=ang.
<> >

O€¢AB,ABC B = 0O¢p

>

ABNao = {0} = O¢€a

Analogamente, temos P € ie R € i.

Como O, Pe R pertencem a i e i é

unica, segue que O, Pe R sdo colineares.

=»> 0€i

Resolvido.
Resolvido.
aNB=t,adr,BDs,r//ser#s.

Demonstragdo

Basta notar que r # s e r // s determi-
nam um plano v que temos ‘‘trés pla-
nos distintos (a, 3 e ), dois a dois se-
cantes (NB =t,aNy =r1,8Ny =5),
segundo trés retas distintas, e duas de-
las sdo paralelas (r e s), entdo todas
as trés sdo paralelas (¢t //ret // r’.

Sendo BNy = x, temos trés planos, dois a dois secantes: « NG = a,aNy = b
e 8N~ = x. Surgem duas possibilidades:

12) Se a e b sdo concorrentes.
Neste caso as trés retas ¢, b e x incidem num ponto.
23) Se a e b sdo paralelas.
Neste caso a reta x ¢ paralela a reta a e paralela a reta b.

Sdo aplicagdes do teorema dos trés planos secantes.

a)@a=BfNy,b=aNy,c=aNB eaNc={P}) = anbNc = {P]

ba=BNvy,b=aNy,c=aNBeal//c) = (b//aeb//c

d@=8Ny,b=aNy,c=aNnf) = @PlanbNc= (P} ou a//b,
a//ceb//¢



Capitulo Il — Paralelismo

Paralelismo entre retas e planos

32.

33.

34.

ABCD é um quadrilatero reverso.
M é o ponto médio de AB.
» N é o ponto médio de AD.
\ P é o ponto médio de CD.
‘ Q é o ponto médio de BC.
Vamos provar que MNPQ é um parale-
logramo.
Demonstrac@o L
No AABD: MN // BD, MN = -B—ZD-
- = (MN//PQ ¢ MN = PQ) =
No ABCD: PQ // BD, PQ = 5

= MNPQ ¢ paralelogramo.

Demonstracdo

1° paralelogramo: MNPQ - provado no exercicio anterior.

2? paralelogramo: MSPR — demonstracdo andloga a do 1°; basta considerar
AABC e ADBC.

3¢ paralelogramo: NSQR — demonstra¢do analoga a do 19; basta considerar
AACD e ABCD.

MNPQ é paralelogramo = MP NNQ = {X} e X é ponto médio de MP. @
MSPR é paralelogramo = MP NRS = {Y] e Y é ponto médio de MP. (O

De@ e @temos: X =Y.

Logo, MP N NQ NRS = {X]}.

35.

36.

37.

38.

b Construcdo

1) Consideremos uma reta @ € um pon-
toP, taisquea C o ¢ PFgoa.
2Q)aCa,Pfga = Pga =
= 3lb,Peb e b//a.

Prova (de que b // «)
bgZab//a,aCa) = b//«

Observag¢iio: O problema tem infinitas soluges.

r Construcdo

1) Consideremos um ponto P tal que
Pgr.

2Q)Pgr = 3ls,Pes e s//r.

3) Tomemos um ponto Q fora de s ¢
do plano (r, s).

4) Q e s determinam o plano o.

Prova (de que o« // 1)
oc#zs,r//s,sCarga) = al//r

Observagio: O problema tem infinitas solugdes.

Resolvido.

r//o,r// B,aNB =1 = 1//1
Demonstracdo

Por um ponto P € i, vamos construir
uma reta s paralela a r e vamos provar
que s = .

/ c//oa,Pea,s//1,P€s) = s Ca
s/ c//B,PeB,s//r,Pes) = sCp
Co,sCR = s=aNB = s=i
Como s//r e s =i vemque i//r.



39.(a//b,a//a) = (b//a ou b C a)

40.

41.

42,

Demonstracdo (pelo método indireto)

As retas g e b, paralelas e distintas, determinam um plano 3.
Se b e « forem concorrentes e sendo P tal que bN« = {P], teremos:

Peb,bcpg = P¢p
bNa={P} = Pea
Entdo: bNi = {P]}.

Em g, teriamos @ // b e b concorrente com i. Logo, a ¢ i seriam concorrentes,

= lanNB=1e Pei

0 que € gbsurdo, pois i C ¢ e aNa = J, por hipdtese.

Construcdo

Consideremos um ponto P em s.

Por P conduzimos r’ paralela a r.

r’ e s, concorrentes, determinam um
plano a.

Prova (de que o // r)
o #r,v'//r,adr’)y > a//1

Demonstracdo

Consideremos um ponto P qualquer,
da reta s.

Por ele construimos a reta r’ // r.

r’ e s concorrentes determinam um pla-
no «, que ¢é paralelo a r (exercicio ante-
rior).

Por outro ponto Q qualquer, de s, con-
duzimos uma reta ¢ paralela a r.

A reta f estd em «, conforme vimos
no exercicio 37.

Construgdo

Por P construimos uma reta r parale-
la a intersecdo i.

Prova(dequer// aer//f)

CZar//i,iCa) = r//a
CZB,r//,icPB) = r//8

43. Resolvido.

44. 1? caso

O ponto pertence a uma das retas.
Neste caso o problema ndo tem solug&o.

2?2 caso

O ponto ¢ uma das retas determinam um plano paralelo a outra reta.
Neste caso o problema ndo tem solucéo.

32 caso

a = (r, P), a ndo ¢é paralelo a s
8 = (s, P), B ndo ¢ paralelo a r
Neste caso o problema tem solugdo.

16.

Construgcdo

Por P conduzimos r’ // r.

Por P conduzimos s’ // s.

As retas r’ e s’ concorrentes determi-
nam um plano v.

Prova(dequey // revy//s)
@//0',x' Cy,rdy) = 1//y
' //s,s Cy,s€vy) = s//x

. Existem infinitos pontos P. S3o os pontos qué com uma das retas determinam

um plano paralelo & outra.

Demonstragdo (pelo método indireto)

Se existissem dois planos distintos, « € «’, ambos paralelos a r, passando por s,
teriamos:

r//a,r//a’ys =aNa’ = 1//5,

o que ¢ absurdo, pois contraria a hipotese (r e s sdo reversas).



47. a) F, pois a reta pode estar contida no plano.
bV 9V d)y v eV
f) F, pois a reta paralela ao plano pode ser reversa 4 reta do plano.
g) F, pois as retas do plano podem ser paralelas a reta dada.
h) F, pois a reta e o plano ndo tém ponto comum.

i) F, pois a reta que € concorrente com o plano pode ser reversa a retas desse plano.

nv
k) F, pois as retas distintas podem ser concorrentes ou reversas.
hv m)V

n) F, pois passam infinitos planos.

48. a) F, pois a reta pode encontrar uma e ser paralela a outra.
bV
¢) F, pois existem planos que passam por uma e sio paralelos a outra.

d) F, pois o ponto pode determinar, com uma das retas, um plano paralelo a outra.

Paralelismo entre planos
49. 0 #B,a//B,aCa = a//f8

Demonstracio

@NB=C,aCa) = aNB=g = a//B
50. Construgdo

Consideremos as retas r e s tais que:
rCaosCaorfNs = (P}

Por P construimos ' // res’ //s.
As retas r’ e s’ concorrentes determi-
nam um plano «’.

Prova (de que o’ // «)

o #nL,r//t,rCa,t’' Za) = 1’ //a

s" #Zs,8//s,sCa,s Za) = s/«

t’' Ca’',s" Cao,r’'Ns’ =(P'),r' //a,s" //a) = o' //«

51. (o # B, a//B,anNB = {O})) = aeasio concorrentes.

Demonstracdo
Vamos analisar as posi¢es relativas de @ e « e chegar 2 tese, por exclusio.

10

1°)Se @ C «, como O € a, entdo O € a. ' '
Se O € a, como O € 3, entdo O € a N B, 0 que é um absurdo, pois contraria
a hipotese.
Logo,a ¢ a.

2°)Se a // «, existe uma reta a’ // a, a’ C a ¢, entdo, a’ // B.
@ //B,0€pB,0¢€a,a//a’) = aCB
o que é absurdo, pois contraria a hipotese.
Logo, @ ndo ¢ paralela a .

Por exclusdo, a e « sd0 concorrentes.

52. (o # B, // B, BNy =1) = «aeysdo secantes

Demonstra¢@o

Basta considerar em v uma reta @ con-
corrente com i.

Como 8 # v, concluimos que @ é con-
corrente com 8 ¢, como « ¢ 3 sdo para-
lelos, entdo a ¢ concorrente com « num
ponto O,

Entdo: O ¢a,aCy = Ocy.

Ve,
Y,

Conclusio: (O € v, 0 €a,a # 7y) = O€aNy = oe-ysiosecantes.

53. Resolvido.

Demonstracdo

Por hipotese, AD // BC

<> >
(ot//,B,'yﬂ(_a) = AB,yN 8 =CD) =
~ AB//Cb.
Logo, AB // CD.

(AD // BC, AB // CD) = ABCD ¢ paralelogramo = AD =B

5. (//B,a//B) = (a//a ou aC a)

Demonstracdo (pelo método indireto)
Se existe P tal que {P} = a N, como « // B, entdo a e § sdo concorrentes, O
que é absurdo, pois contraria a hipotese (a // f3).

11



56. Resolvido.

57.@// v, B//v) = a//B

Demonstracdo (pelo método indireto)

Se o e B tém um ponto P comum, de duas uma:
12) a = B, e neste caso eles sdo paralelos (o // ), ou
2°%) a # B3, e neste caso teriamos por um ponto (P) dois planos distintos (« e )

paralelos a um terceiro plano (y), o que é absurdo, pois contraria a proprieda-
de provada no exercicio 56.

58. (@’ //a, B8 //B,aNB =1 = (@’ NB" =1" e i’ //)

59.

60.

12

12 parte: Vamos provar que o’ N B’ = i’, pelo método indireto.

Negar a tese significa, nesse caso, que o’ // 7.
Sea’//B ea’// a,entdoa // 3.
Sea’// 3" e’ //B,entdo o // B, 0 que é um absurdo, pois contraria a hipotese.

27 parte: Vamos provar que i’ // i.
Sea’ //aeaNB =i, entdoa’ NGB =1",1" // 1.
SeB’//Bea’'NB’ =i',entdoa’ NB =1",1" //i’.

Conclusdo: (1" //i,1” //i') = //1.
Demonstrac@o

Sejam r e s duas retas reversas e

« o plano por r, sendo o // s e

B o plano por s, sendo 3 // r.

Os planos o e B8 sdo paralelos, pois cada um
contém duas retas concorrentes, ambas parale-
las ao outro.

Se existisse um plano «’, distinto de «, por r
e paralelo a 3, teriamos
CCarCa,a#a’) = a’'Na=r
a//B,sCB = s//« =
o' //B,sCB = s// o

= s//r,0queéabsurdo, pois re s sdo reversas.
Logo, por r s6 passa « paralelo a g.
Analogamente, por s s6 passa 3 paralelo a «:

1°) Se @ C a, o problema ndo tem solugdo.
2%)Sea// aeB = (a, P) é paralelo a a, 0 problema tem infinitas solucdes em §.

O,

o2,

63,

UL

39)Sea // ae B = (a, P) nfo é paralelo a «, o problema nao tem solucéo.
4°) Se a e « sdo concorrentes, acha-se a reta /, interse¢do de o com § = (a, P).
Por P, traca-se a reta x paralela a i.
A reta x é a solugio.

12 caso: Nio existe plano paralelo as trés retas.

Neste caso, o problema admite uma
unica solugédo.

Basta conduzir por s um plano parale-
lo a t e por r um outro plano paralelo
a reta t. A intersecdo dos dois planos
¢ a reta x pedida.

22 caso: Existe plano paralelo as trés retas.

Neste caso, o problema ndo tem solucgio.
Qualquer reta paralela a reta ¢ concorrente com r estd num plano paralelo & reta
s, ndo podendo ser concorrente com s.

Seja a N B = ¢. A partir dai recaimos no exercicio anterior.

Basta tomar um ponto P numa das retas e a solucio do problema ¢é a reta x inter-
secdo dos planos determinados por P e pelas outras duas retas.

No 1° caso o ponto P nio pode ser nenhum dos pontos 4, B, C, D, E ou F da
figura da teoria. Sdo pontos de uma das retas que com uma delas determinam
um plano paralelo a outra.

No 2° caso o problema sempre tem solucgéo.

a) F, pois a reta de um deles pode ser paralela ao outro.

by V Vv
d) F, pois nio tém nenhum ponto comum.
¢) V

I F, pois as retas estdo em planos paralelos, ndo podendo assim ter ponto comum.
#) F, pois uma reta de um deles pode ser reversa a uma reta do outro.

h) V

) F, pois podem ser secantes.

) F, pois podem ser secantes.

k) F, pois podem ser secantes.

1) F, pois podem ser secantes.

m) F, pois as retas distintas precisam ser concorrentes.

n) v

o) F, pois a reta pode ser paralela ao outro plano.

13



65.

66.

14

a) F, pois a reta pode ser paralela as outras duas.
b) V Vv
d) F, pois a reta paralela a uma delas pode ser reversa as outras duas.

a Vv
b) F, pois podem ser ortogonais.
oV d)y v eV

f) F, podem ser perpendiculares entre si, obliquas entre si, paralelas entre si, re-
versas entre si.

g) F, vide o item f.

h) V

Capitulo III — Perpendicularidade

Reta e plano perpendiculares

67. A

g

68. Resolvido.

69,

C

Demonstracdo

(AB 1 BC, BC // DE,
AB ¢ DE reversas) =
= AB_.DE

Demonstracdo

1) (AB L BC,AB L CD) =

2) BD L AB,BD 1 BC) = BD 1 (A,B,C) = BDI1AC

10. Resolvido.

11. Basta determinar o plano que passa por uma aresta e pelo ponto médio da opos-

ta e recair no exercicio anterior.

12 Resolvido.

Demonstracdo

Seja M ponto médio de BC e seja

a = (A, M, D).

(BC L AM,BC L DM) = BC L «
(BC L a,AD C o) = BC | AD

15



73.(a L a,aNa = {O},bC a, 0€b,cC a Occ,bNc = {R},s¢€a,;

>
SR1b) = bdlLc
Demonstragcdo

Seja 8 = (a, ¢).
(alabCoz) = aJ.b

SRCB) = b l§
b LB bNB=[R},Rec,
cCfB) = blc

74. O angulo ¢ reto. Basta ver o teorema das trés perpendiculares.

75. (a L r,aNr= {0}, r L a,TNa={P},0#P) =-a//«
Demonstracdo

Seja 8 = (a, 1).

a’ Ca,Pea’) = r L a’
(r LarNa= {0},
rta,rNa = {P},

O#P,aCpB,a’" CpB) =a//a’
(a//a’ya’ Ca) = a//a

76. s // a,t //a,8//t,a Ls,alt) > al o
/ Demonstracdo

!

]

T

Por um produto O do plano « condu-
zimos s’ //s e t' //t.

(als,s//8) = als’

hd (@ltt' //t) = adLt
Conclusdo: (a L s',a L t',s’" Ca,t’ Ca,s"Nt’ = {0} = a Ll a.
77.3a) V
b) F, pois pode ser ortogonal a retas do plano.
0V

d) F, pois as retas distintas devem ser concorrentes.

16

(bJ.abJ.SR aﬂSR*{S} acCap,

(aNB=a",Pea’,rLa,rNa= [P},'

(s//s',s//a,0€a,0€s’) = s" Caij
C//t't//0,0€a,0€ct’) = t' Caf

eV

f) F, pois as retas distintas devem ser concorrentes.
gV

h) F, pois a reta pode ser obliqua ao plano.

iy Vv Dy k) Vv

) F, pois a reta pode ser paralela ao plano.

m) V nVv

78. Resolvido.
79. Resolvido.
R0.a) (e LT, B L) = a//f
12 caso: o« = B eentio a//
29 caso: Para « # $, utilizaremos o método indireto de demonstracéo.

r Se o # 8 e tém um ponto P comum,

vem:

Por P, dois planos distintos perpendi-
culares a uma reta r, o que é um gbsur-
do, pois contraria o fato de que por
um ponto P pode-se conduzir um ni-
co plano perpendicular a uma reta r
(exercicio anterior).

b) Resolvido.
A@//b,ala) > alb

Demonstracdo
12 caso

Sea// b, sendo a = b, temos:
(@a=b,ala) = alb

2° caso
Sea//beanNb =,
temos:

aNa = {A}

bNa = {B}

Consideremos em « duas retas ¢ e d concorrentes. Temos, entdo:

17



8l.alablfa//P) = al//b

18

@lacCadcCa) = (a 2. aLa,bL B,a//b) = a//f

4
(@aLlc,alLd,a//b) = (b L

a
c, b

i Demonstracdo
Conclusdo:

(blecbld cCadCacedconcorrentesy = b L (c,d) = b 1 a. (@//b,a L a) = b L a(exercicio 80, parte c)

(blablpB) = o/ (exercicio 80, parte a)

d@alabia = a//b
Demonstragdo I’lanos perpendiculares

1°casora=b = a//b H3. (@ Da,al B = 8Db,b L)

a) Construgdo
1) Da hip6tese podemos afirmar
que o e 3 sdo secantes. Seja i a

2°caso: Se a # b, precisamos provar que aN b = J e que @ e b sdo coplanares. f

17 parte intersecdo de o € 8.
Se a e b tém um ponto comum, verifi- 2) Em B, construimos uma reta b
P X ca-se um absurdo, pois contraria o fa- perpendicular a reta i
to de que por um ponto fora de um
plano passa uma tinica reta perpendicu- : b) Prova (de que b L o)
lar ao plano.
Logo,aNb = &. (1) (aLB’bCB)abéél=bl(a,i)=b¢a
construgdo b 1ii
2% parte

Sejam' KA. (a Co, ol b) = (b C B’ B 1 a)

fA} =aNa; {B}] = bNa;

B = (a7 B)’ B, = (b’ A)
Consideremos uma reta r.em a, sen-
do r perpendicular 4 reta AB.

O plano g ¢ 9_e)rpendicular arem A,
poisa L re AB L r. v
O plano 8’ também ¢é perpendicular a |
rem A, pois béortogonalare AB L r.
Entdo, os planos 8 e 8’ coincidem e as retas a e b sdo coplanares. (2) ‘

a) Construcdo
Seja P o ponto de interse¢do de b
com o.
Em «, consideremos a reta i, por P,
perpendicular a reta a.
Seja 8 = (b, i).

b) Prova (de que 8 L a).

bLabNa={Pl,aCa Peca) = bla
Conclusdo: de (1) e (2) vem que a // b. @LlbalibNi=(P)) > adl(i=adlg

H%. Resolvido.

Ho. (x L B,a Ll B) = (@//aouacCa

Demonstracdo

. Demonstracdo
(«//B,a L a) = a L f(exercicio 80, parte b)

(@ LB blp) = a//b(exercicio 80, parte d) De duas, uma: ou @ € « tém um ponto comum ou ndo tém.

19



Se @ e « nd3o tém ponto comum, a // «.

Se @ e « tém um ponto comum, pelo exercicio anterior, a € «.

Logo,a// a ou a C «.

87. (//ByyLa)y = v L8
Demonstracdo
Yyla & (yDa,al o)
(«//B,ala) = alp
Daalp) = y18
8. (a//a,8La) = B 1L«
Demonstracdo

89.

90.

(@a//a) = (3b,b//a,b C o)
(a//b,BLa) > 81D
(xDb,blLf) = alp

Resolvido.

(L Badlyi=FNy = ali

Demonstracdo (pelo método indireto)

Se a reta i ndo é perpendicular a «, §

por uma reta (§) ndo perpendicular a
um plano («), temos dois planos distin-

tos (8 e ), ambos perpendiculares ao

plano «, o que é um absurdo, pois con-
tr_arla o que foi demonstrado no exerci-
cio anterior.

91. a) F, pois dois planos secantes podem ser obliquos.

20

b) Vv

o F, pois existem retas de um deles paralelas ao outro.

d) F, p0}s pela reta passam infinitos planos perpendiculares ao plano dado
e)F, pogs os planos podem ser paralelos entre si. '
f) F, pois eles podem ser perpendiculares entre si.

2V
i) F, pois ele pode ser paralelo A reta.
by

h)y v

k) F, pois existem retas de um deles paralelas a retas de outro.

Capitulo IV — Aplicacoes

rojecdo ortogonal sobre um plano

92. (AB // a, A’'B’ = proj, AB) = AB = A'B’

3.

94,

26.

>,

98,

Demonstra¢do

AA’BB’ é um retingulo e ABe A'B’
sdo lados opostos desse retangulo.
Logo, AB = A'B’.

Resolvido.

aVv

b) F, pois pode ser um ponto.

¢) F, pois pode ser um ponto.

SV AY eV Hv

g) F, pois um dos segmentos pode ser perpendicular ao plano.

h) F, pois os segmentos obliquos ao plano podem nio ser paralelos entre si.
i) F, pois pode ser um segmento.

. a) F, pois podem ser reversas.

bV Vv d Vv eV v gV
As posicoes relativas das projecdes ortogonais, sobre um plano, de duas retas

concorrentes podem ser:
a) duas retas concorrentes, €0 plano deles ndo € perpendicular ao plano de projecao;
b) duas retas coincidentes, se nenhuma delas é perpendicular ao plano de proje-

¢fio, mas o plano delas é perpendicular a esse plano;
¢) uma reta e um ponto dessareta, se uma delas é perpendicular ao plano de proje¢ao.

As posicdes relativas das projecoes ortogonais, sobre um plano, de duas retas re-
versas podem ser:
a) duas retas concorrentes, s¢ 08 planos projetantes sao secantes;

b) duas retas paralelas, se os planos projetantes sao paralelos;
¢) umna reta e um ponto fora dela, se uma delas é perpendicular ao plano de projecdo.

Resolvido.
21



99.

100.

r’ = proj, 1, s’
aa) = rlLs

= proj, s, r’

Demonstragdo

s//a ousCa s’ =proj,s) = s //s
(s"//s,r’ Ls) = sLr’

Sendo i a interse¢do dos planos projetantes
deredes,temos:(i L o,1 L s",s//8") = s L i
(sLr’,sLli) = s1(@Gr)=s4Lir

(r Ls,

r’ = proj,r,s’ = proj,s,r’ Ls’,réobliquaae) = (s//a ous C a)

Demonstracio

E analoga aos dois exercicios anteriores. Basta provar que
s L (r,r') e s L (r,r’).

Ses” L (r,r’) e s L (r,r’),entdos’ //s.

s//s" = (s//a ou s C a)

Distdncias geomérricas

101.

102.

103.

104.

105.

22

a) F, pois a distancia entre P e A ¢ maior que a distincia entre P ¢ .

b) F, pois contraria a defini¢do de distancia entre um ponto e um plano.

¢} F, pois a distancia ¢ um segmento de reta cujos extremos sio o ponto ¢ o
pé da perpendicular ao plano conduzida pelo ponto.

dv

e) F, pois contraria a defini¢do de distancia entre reta e plano paralelos.

f) F, pois contraria a definicdo de distancia entre reta e plano paralelos.

gV

h} F, pois contraria a defini¢fio de distancia entre planos paralelos.

Vv

J) F, pois contraria a defini¢do de distancia entre duas retas reversas.

k) F, pois a distdncia entre duas retas reversas é um segmento de reta contido
na perpendicular comum e cujos extremos pertencem, cada um deles, a uma
das retas.

Resolvido.

Néo, pois o segmento e o plano podem ser paralelos.

Resolvido.

Basta considerar o ponto médio M do segmento AB e a reta r’ passando por
M e paralela a r.

Ls’,s// «ous C «, rndo é perpendicular

106.

107.

108.

109,

Os planos que passam por r’ sdo as solucdes do problema.
O problema apresenta infinitas solugdes nos trés casos possiveis, destacados a seguir:

>
12 caso: r e AB sdo concorrentes.

Infinitas solucdes: qualquer plano « que contém r’ ¢ paralelo a r e eqiiidistan-
tes de A e B.

>
29 caso: r e AB sdo paralelos.

Infinitas solucdes: qualquer plano « paralelo a r ¢ eqiiidistante de A e B.

<>
32 caso: r e AB s80 reversos.

Infinitas solu¢des: qualquer plano o que contém r’ ¢ paralelo a r e eqilidistan-
te de A e B.

Basta considerar o ponto médio M do segmento AB e o plano que passa por
Meé pe‘_gendlcular ar.
Ser L AB, 0 prob]ema admite infinitas solutdes. Caso contrario, a solucdo é

tnica, quer r e AB sejam concorrentes, quer sejam paralelas ou reversas.

«>
Analisando as posi¢des relativas de AB e «, temos:

1° caso: AB// « ou AB C «

Neste caso, qualquer plano paralelo a « é solugdo do problema. Temos, entéo,
infinitas solugdes.

«>
2° caso: AB é concorrente com o.

Neste caso, o plano paralelo a « construido pelo ponto médio de AB é solucio
do problema. Temos, entdo, uma unica solugio.

Basta considerar M, ponto médio de AB, e por esse ponto conduzir uma reta
r, perpendicular a «. Qualquer plano que passa por r ¢ solugdo do problema.
O problema tem infinitas solugdes.

Sejam M, N, P os respectivos pontos médios de BC, AC e AB.
Existem quatro infinidades de planos que sdo solugdes do problema.

1°) Os infinitos planos do feixe de planos paralelos ao plano determinado pelos
pontos 4, B, C.

2°) Os infinitos planos do feixe de planos que passam por MN

3°) Os infinitos planos do feixe de planos que passam por MP

4°) Os infinitos planos do feixe de planos que passam por NP
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110. Sejam, M, N, O os respectivos pontos médios de BC, AC ¢ AB.
Se P £ (A, B, C), o problema admite quatro solucdes, a saber: 3
(P, M, N); (P, M, O); (P, N, O) e 0 plano que passa por Peé paraleloa (A, B, C). ;
Se P pertence ao plano (A, B, C) e P nio pertence a ]\Z\l, A(/;b e /\76, 0 pro-
blema tem solu¢do tnica: o proprio plano (A, B, C). ]
Se P pertence a A(/ﬁ\’ oua 1\?0 ou a 1\76, o problema apresenta infinitas solucées: i
sd0 os planos que, nessas condi¢des, passam por ]\j[_])\/ ou por f\?O ou por 1\72)

1) Por P conduzimos uma reta e per-
pendicular a «.

2) Por e conduzimos um plano 3, 8
qualquer.

3) Em 8 conduzimos uma reta g, con-
corrente com e em P, tal que
éz = 90° — 6.

111. Sejam os pontos M, N, P, Q, R, S os respectivos pontos médios de AB, AD,
CD, BC,BDe AC. (Ver na figura um tetraedro ABCD e um octaedro MNPQRS.) ;

O problema admite sete solucdes, a

saber:

M, N, S); (M, Q, R);

P, Q,S); (N, R, P)

(paralelos as faces do tetraedro ABCD)

plano (M, N, P, Q),

plano (M, S, P, R),

plano (N, S, Q, R)

(planos dos paralelogramos, parale-

los a duas arestas opostas)

Conclusdo:

A reta g, construida, passa por P e forma angulo § com o plano «.
O problema admite infinitas solu¢bes (s6 em 8 ha duas). Sdo as geratrizes de
uma superficie cOnica de vértice P, eixo e e angulo de abertura 90° — 6.

id 1) Construimos por P uma reta g
que forma angulo 8 com o (exerci-
cio anterior).

2) Construimos uma reta ¢ em o, ¢
perpendicular a g.

3) O plano 8 pedido é o plano deter-
minado por P e .

Obs.: O plano 3 é tangente a superficie conica de revolugdo de geratriz g, vérti-

; 5 o _
112, : 1) Por P conduzimos uma reta e per- ce P e angulo de abertura 90° — .
6/,_%\\ pendicular a «. ; o
PR s AN R | iuares geométricos
/ .
/ P\;/90° - ¢ 2) Por e conduzimos um plano 3, 8 ! 11n Resolvido.
oy qualquer.
/ a//; \\
i . 114 Resolvido.
S 3) Em 3, conduzimos uma reta g tal o

= o —_ . A
que & = 90 6. 117 & ¢ a superficie esférica de didmetro

OP.
A reta g, assim construida, passa por P e forma angulo # com o plano «.

O problema admite infinitas solu¢des (s6 em 3 ha duas): sdo as geratrizes de
uma superficie cdnica de revolugio de vértice P, eixo e e angulo de abertura
igual a 90° — 6.

1“parte: Seja X € S, X # Oe X # P.
O plano (X, O, P) intercepta S nu-
ma circunferéncia \ de didmetro OP

c X €N <
>

>
Dai vem que OX é perpendicular a PX.

113. E analogo ao exercicio anterior, item por item,
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118.

119.

26

«>
Consideremos um plano «, passando por OX, sendo perpendicular ao plano }

X, O, P).

< J
O ponto X ¢ pé de uma perpendicular (PX), conduzida por P, a um plano («)

que passa por O.

2% parte: Seja Y, Y # 0e Y # P, o pé da perpendicular PY a um plano 8 que ,

passa por O.

<> - <> 3
A reta PY ¢ perpendicular a reta OY, pois PY é perpendicular afemYe O€f. §
Entdo, o ponto.Y pertence a uma circunferéncia de didmetro OP e o ponto Y

pertence & superficie esférica S.

Notemos que os pontos O e P também tém a propriedade do lugar geométrico.

Conclusdo: S é o lugar geométrico pedido.

P’ éaprojecdo ortogonal de Psobre «.
A € a circunferéncia, contida em o,
de didmetro OP.

1% parte: Seja X € \, X # 0e X # P’,
XeNX#0,X#=P) = OXP’éreta
<> “«>

<> «>
= O0X 1L P'X

Sendo OX L P’X, pelo teorema das tr€s perpendiculares (exercicio 72), vem

<> <>
que PX L OX.
<> R d )
Sendo PX L OX, o ponto X tem a propriedade do lugar.

. <> <>
2% parte: Seja Y, Y€ a, Y # O,y # P’ etal que OY L P'Y.

Pelo reciproco do teorema das trés perpendiculares (exercicio 73), vem que }
“«>

<>

OY L P'Y.

<> <> o~

OY LP'Y,Yea) = OYP éreto = Y €N

Por fim notemos que os pontos O ¢ P’ também gozam da propriedade do lu- §

gar geométrico.

Conclusdo: \ é o lugar geométrico procurado.

Considere o plano perpendicular a r
conduzido pelo ponto P ¢ seja O a
intersec¢io dele com a reta r.

M\ é uma circunferéncia de didmetro
OP contida no plano considerado.
Agora prove que todo ponto de A tem a propriedade e que todo ponto que tem

a propriedade do enunciado (é pé de perpendicular) pertence a \, de modo ana- |

logo ao feito no exercicio 717.

Capitulo V — Diedros

120.

121.

122,

i23.

124,

Resolvido.

Resolvido.

Resolvido.

Resolvido.

Na secc¢dio reta temos a situacio da figura abaixo.

&: bissetor de oy
&': bissetor de v

(ay + y8 = 90°; ad = by; v8" = 6'B) = 66" = oy + v6' =
oy B _ ey + B 90° _ 450
=2 vt T T3 T2 >

. O plano de rOs determina uma sec¢do reta no diedro «f8. O angulo rOs e a sec-

¢do reta sdo angulos de lados respectivamente perpendiculares e portanto séo
congruentes ou suplementares.
Como rOs = 50°, vem que «f mede 50° ou 130°.

()
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126.

127.

128.

129.

130.

131.

132.

O angulo x mede 40°.

Enta died 8 mede 80° 133. No espaco Na seccdo reta
ntio, o diedro aff mede .

Basta tracar uma secciio reta e obter dngulos que sdo opostos pelo vértice.

Recai em angulos de lados respectivamente paralelos que sdo congruentes ou

suplementares. Se um deles mede a, o outro mede ¢ ou 180° — a. No AOM'M temos:

MM’ V3 15 30
L R = —_— M A M = 1 3 .
.Resolvido. sen 60 oM " 3 oM = o) Nl = O 03 cm
No espago Na secgdo reta i134. Resolvido.
P 8 135. Na figura ao lado, temos:
- 5 B B AB = 75 cm; AC = 50 cm;
BD = 55 cm
Cy 2 Como o diedro of é reto, 0 AABC
/ 0 é retangulo em C. Aplicando Pitago-
4 Al ras, temos: A
BC? = 752 — 502 = BC? = 3 125.

O tridngulo BCD é retangulo em D. Aplicando o teorema de Pitagoras, vem:

Como P pertence ao bissetor do diedro o3, PP’ = PP” ¢ AOPP’ = AOPP”. CD? = BC? — BD? = 3125 — 3025 = 100 = CD = 10 cm.

No AOPPI, temos: sen 60° = % = PP’ = 5\/—3_ . 116. No espago Na seccﬁo reta
Na secc¢do reta, temos: :
Se MM’ = MM" = 5 cm, entéo
M pertence ao bissetor do diedro af. ;
No AOMM’ temos:
MM’ 1 5
o _ 2 - ]
cos60” =M = T - OoM "
= OM = 10 cm.
Na sec¢do reta, temos: idneulos OPP’ ¢ 000’ 1h
8 A distancia do ponto P até a aresta § Os tl:xangugs el » 0 2;50 semelhantes ¢, portanto,
do diedro o ¢ a diagonal do retangu- 31?' = —O%— = 5 =0P = OP = 15 cm.
16 cm lo PP'OP”.
P” P OP)? = (OP’) + (PP’')? =
12 em (= 1)62 + (122 i 400( - ) 147. Na figura acima, temos: .
@ ‘P - = OP = 20 cm AC = 6 cm, BC = 8 cm e AABC é retingulo em C.

Por Pitagoras calculamos AB = 10 cm.
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O segmento CH ¢ altura do AABC = (BC) - (AC) = (AB) - (CH) =

= 8:6=10-(CH) = CH=—25i
No A retangulo CHC’, temos:
cc’ 24 V3 12v3
o ro =T, —
sen 60 co " CC 5 3 = 5 m

138. Na seccdo reta, temos:
PP’ = PP” = 10 cm
No quadrilatero PP’OP”, temos:
120° + 90° + x + 90° = 360° =
= X = 60°.
No APP’P”, temos:
60° + 2 = 180° = o = 60° =
= APP’'P” ¢ equilatero =
= P'P” = 10 cm.

139.
o C
y
B
A
m 3
2
H m\/3_D
2
30

AB=AC=BC=CD=BD=m->

=»AH=HD=mf

cm

a) Aplicando a lei dos cossenos no AAHD, ]

temos:
2
o (= (58]
_2(_1112£)(m;/3_).c0“200=-
3m? 3m? 3m?
AD): = -
= (ADy 7ttt =
_ 9m? _ 3m
=% = AD=-—.

110.

141.

112,

A b) No AHDD' temos:

sen60°=22—=>£= D
HD 2 m
O D

a)Vv b) V
¢) F, pois pode ser paralelo a outra face.
d) F, pois a soma das medidas dos diedros vale 52°.

e)V

a)Vv b) V

¢) F, pois podem ser adjacentes.

dVv e)F v

g) F, pois a sec¢do pode ndo ser normal.

h) VvV VY% DV

aVv b) V gV v eV HVv

secedes igualmente inclinadas — Congruéncia de diedros

143.

144,

115.

Resolvido.
Resolvido.

1° caso
<p
AB ortogonal a r (aresta do diedro)

AAOB ¢ isosceles.

Neste caso, a conclusdo é imediata, pois o
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146. Resolvido.

147. Resolvido.

32

22 caso
<>
AB néo ortogonal a r

Sejam:
B’ = proj, B
A’ = proj, A

BB, L ,AA, L1

«>
a4 = angulo de é_]} com o
b = angulo de AB com

Condicdo necessdria

a=b = AA, = BB,

Demonstracdo

Os tridngulos ABA’ ¢ BAB’ sdo congruentes (hipotenusa comum, i = l';) e,

portanto, BB = AA’. @

AA’ L B = AA Lt
AA| Lr

Analogamente, BTB\IB " € secgdo reta do di (r).

Logo, AAA’ = BBB". O

AA" LB = AAT L AA7 = AAA’A éretanguloem A’. ()

Analogamente, ABB’B, é retingulo em B’. @

(@;@;@; @) = AAA’A, = ABB'B, = A_A—l = BB,

Condicdo suficiente

AA, =BB, = a=b

—~
}AAIA’ ¢ sec¢do reta do di (r)

Demonstragdo

Seqiiéncia:

1) Hipotese = AAA’A; = ABB'B;, = AA’ = BB’
2) AABA’ = ABAB’ = 4 =0

Capitulo VI — Triedros

Relagdes entre as faces

118.

152,

Ihh,

Resolvido.

. Resolvido.

0. Seja x a medida da terceira face.

a) 0° < x < 180° (1)
bB)x + 110° + 140° < 360° = x < 110° (2)
c) 1140° — 110°1 < x < 140° + 110° = 30° < x < 250° (3)

(; @); 3) = 30° < x < 110°

Cfy = x5, = 2x — 60° f; = 30°

a)x < 2x — 60° + 30° = x — 2x < —30° = x> 30° (1)
b)2x — 60° < x + 30° = x < 90° (2)

€)30° < x + 2x — 60° = 90° < 3x = x>30° (1
d)x + 2x — 60° + 30° < 360° = 3x < 390° = x < 130° 3

); 2 3) = 30° <x <90°

Seja x a medida das faces do triedro.

a)0 < x < 180° (1)
b)lx —xl <x<x+x = 0<x<2x (2)
)X + x + x < 360° = x < 120° (3)

(M; 2;6) = 0<x<120°

3. Resolvido.

. a) F, pois uma das faces ¢ maior que a soma das outras duas.

bV

¢) F, pois a soma das faces deve ser menor do que 360°.
d) v ¢)F

f) F, pois as semi-retas podem ser coplanares.

gV

Consideremos cada reta dividida em duas semi-retas por ! e teremos determina-
dos 8 triedros, a saber:
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Triedros polares ou suplementares
156. Resolvido.

157. a) Se d, = 90°,d, = 90° e d; = 90° no polar, temos f; = 90°, f, = 90° e

158.

159.

34

1) V(r, s, t) 5) V(r’,s’, t")

2) V(r’,s’, t) 6) V(r,s’, t’)
3) V(r, s’, t) N Va',s, t’)
4) V(r, s, t’) 8) V(r', s’, t)

f; = 90° e, portanto, existe o triedro.

b)Se d; = d, = d; = 60°, no polar temos f, = f, = f; = 120° e o triedro
ndo existe porque 120° + 120° + 120° = 360°. '
c) d, = 200°; d, = 300°; d; = 100°
Neste caso nao existe o triedro porque
d, + d, + d; = 600° e 600° > 6 retos.
dyd, = 120°; d, = 200°; dy = 15°
Neste caso nao existe o triedro porque
15° 4+ 180° < 120° + 200°.
e)d, = 125°;d, = 165°; dy = 195°
Neste caso ndo existe o triedro porque
125° + 180° < 165° + 195°.
) d; = 175°,d, = 99°; dy = 94°
Neste caso néo existe o triedro porque
94° 4+ 180° = 175° + 99°.
g)d, = 100°; d, = 57°; d; = 43°
Neste caso existe o triedro.
h)d, = 110°; d, = 100°; d, = 70°
Neste caso existe o triedro.

Niao, porque no polar teriamos:

f, = 140°,f, = 130° e fy; = 120° e 140° + 130° + 120° > 360°.
Sejam 90°, x, y, as medidas dos diedros do triedro.

a) 180° < 90° + x +y < 540° = 90° < x + y < 450° (1)

b)90° + 180° > x +y = x +y < 270° (2)
1); Q) = 90° < x +y < 270°

160. d, = x, d, = 60°, d; = 110°
No polar temos:
f, = 180° — x, f, = 120°, f; = 70°
0° < x < 180°. (1)
(180° — x) + 120° + 70° < 360° = x > 10° )
120° — 70° < 180° — x < 120° + 70° =
= —130° < x < 10° = 130° > x > —10° (3)
Q); 2); @) = 10° < x < 130°

I'riedros em geral
161. Resolvido.

162. Resolvido.

163. AH: altura do A equilatero ABC = AH = ——

Se 0 AABC ¢é equilatero e o triedro ¢ tri-retdngulo, entdo os triangulos VAB,
VBC e VAC sdo retangulos e congruentes.
02

No AVAB temos: (AB)> = (AV)? + (VB)? = 2 =2x* = x = 3

No A retingulo VAO, temos (AV)? = (VO)* + (AO)}, em que VO ¢a distancia
2

procurada e AQ = 3 (AH).

Substituindo:

N2V _ w4 2 0BV e L BB gs L Y6

B RS
164. a) V

b) F, pois no polar teriamos: f; = 140°; f, = 110° e f, = 110° e a soma das
faces do triedro ndo seria menor do que 360°.
gV

35



gV h) v
165. Seja V(a, b, c) o triedro onde o die- Y
dro de aresta Va é reto. c /\ b
i

166.

d) F, pois as faces do triedro podem n#o ter a mesma medida.
e) F, pois cada face do triedro ¢ menor que a soma das outras duas.
f) F, pois as retas r, s, ¢ podem ser coplanares.

Sejam a, b, ¢ as medidas das faces
bc, ac e ab respectivamente.
Devemos provar que:

cosa = cos b - cos c.

Demonstracdo

Tomemos um ponto A em Va e tracemos a secgiio reta do diedro de aresta Va 1

(que ¢ reto) determinando B em Vb e C em Vc.

Nomenclatura:
AV = x, AB=y e AC =2
VB=t,VC=s e BC=r

AVAB: t? = x> + y> e x = tcosc (1)
AVAC: 2 =x2+ 22 e x = scosb (2)
ABAC: 2 = y2 + 22 (3)
A lei dos cossenos no tridngulo VBC nos da:

=1+ s~ 2tscos a
Substituindo r de (3), ¢ de (1) e s de (2), vem:

X

V4+2=x+y)+x+ 22 - Z-W-C—Og—t;-cosa
Dai vem que cos b - cos ¢ = cos a.

VA =VB=VC =9cm

Os tridngulos VAB, VBC, VACe ABC §
sdo congruentes e equildteros e seus §

lados medem 9 cm.

(VAY = (AP)? + (VP)2 em que

VA =9cm e

vp-Zva-2.93 _33m §
3 3 2

Substituindo, temos:

81 = AP? + 27 =

= AP =54 = AP = 3V6cm.

167. Resolvido.
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No triangulo retangulo VAP, temos:; §

108.

109,

Resolvido.

Seja V(a, b, ¢) o triedro e os planos (a, a’), (b, b") e (c, ¢’). Tomemos em a,
b e c, respectivamente, os pontos A, B e C, tais que VA = VB = VC. As bisse-
trizes a’, b’ e ¢’ determinam os pontos médios M, N e P nos lados BC, AC ¢
BC do triangulo ABC. -As medianas AM, BN e CP interceptam-se no ponto ¢/,
baricentro do AABC. Os planos (a,‘g’), (b, b’) e (c, ¢’) tEm os pontos conmuns
V e G que sdo distintos, logo tém VG comum.

Como no problema anterior, temos:

Aca, Beb, C€ctaisque VA = VB = V(.

As bissetrizes a’ e ¢’ determinam os pontos médios M ¢ I’ nos lados Be o 0N
do AABC. - . .

Se M é o ponto médio de BCe Pé o ponto médio de AB = M’ // AC
Como AVAC é lsosceles = b // AC

(/7 AC MP // AC) - MP //b = MP e b’ determinam um nico plano.

Conclusdo: as bissetrizes a’, b’, ¢’ estdo no plano determinado por MP eb’

171. Consideremos o plano « perpendicular i aresta Va, por um ponto 4 € Va,

A s V. Este plano determina B em Vb e C em Vec. Sejam AM, BN ¢ CP as al-
turas do AABC e H o ortocentro desse tridngulo.

{H} = AMNBNNCP /
VALa = (BCLVAeBC LAM) = BC L (V,A,M) = (V,A,M) 1L (b,0).

37



Analogamente, temos:
(V,B,N) L (@,¢) e (V,C,P) L (a, b).

Conclusdo:

Os planos (V, 4, M), (V, B, N) e (V, C, P) sdo, respectivamente, 0s planos c, ]

B e v do enunciado e tém a reta VH comum.

172. Hipéteses Tese
Vx C (b,c) e Vx L Va

Vy C(a,c) e Vy L Vb
Vz C (a,b) e Vz L V¢

= Vx, Vy, Vz sdo coplanares

Demonstragdo

Conduza gs planos «, 8 e v, do exercicio anterior. Esses planos tém uma reta :

comum VH.
>

Vx L y_{-lem v

Vy L VHemV

Vz 1L VHem V

= VX, Vy, Vz sdo coplanares

Angulos poliédricos convexos
173. Resolvido.

174. x < 120° + 140° + 90° = x < 350° (1)
x + 120° + 140° + 90° < 360° = x < 10° (2)
De@) = 0°<x<10°

175. x < 20° + 30° + 120° = x < 170° (1)
X + 20° + 30° + 120° < 360° = x < 190° (2)
120° < x + 20° + 30°
70° < x = x> 70° (3)
(1, 2, (3) = 70° < x < 170°
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176,

177,

1/8.

179,

x < 10° + 20° + 30° + 40° + 50° + 160° = x < 310° (1)
x + 10° + 20° + 30° + 40° + 50° + 160° < 360° =. x < 50° (2)
160° < x + 10° + 20° + 30° + 40° + 50° = 10° <x = x> 10° (3)

1); 2); 3 = 10° < x < 50°

a) Neste caso ndo existe o 4ngulo poliédrico porque
150° > 40° + 60° + 30°.

b) Neste caso ndo existe o angulo poliédrico porque
100° + 120° + 130° + 70° > 360°.

¢) Existe.

d) Existe.

¢) Existe.

a) Com todas as faces iguais a 60° podemos formar angulos poliédricos de 3

faces, 4 faces ou 5 faces.

b) Com todas as faces iguais a 90° podemos formar éngulos poliédricos de 3

faces ou 4 faces.

¢) Com todas as faces iguais a 120°, néo ¢ possivel formar angulo poliédrico.

O namero maximo de arestas de um angulo poliédrico convexo cujas faces sdo

todas iguais a 70° € cinco.
Sendo » inteiro, temos:
360

n-70 <360 = n<-—5— = n=

70
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Capitulo VII — Poliedros convexos

180. Resolvido.

181.

183.

185.

186.

187.

189.

40

Designemos por:

F;: n? de faces triangulares = F; = 3
F,: n? de faces quadrangulares = F, = 1
Fs: n? de faces pentagonais = F; = 1

Fg: n? de faces hexagonais = Fg = 2

F=F,+F, +F +F = F=7
3:-3+41-4+1-5+2-6

A= 3 =>A=32—0=~A=15

Darelagiode Euler: V - A + F=2 = V- 15+7=2 = V = 10

A=V +6
F=2?

Da relagido de Euler:
V-A+F=2 =
V-(V+6+F=2 = F=38

F3: n? de faces triangulares
F4: n? de faces quadrangulares

Fs = 1
F;=F, = F=2F + 1
V=11
_3F, +4F, + 5.1 TR +5
2 )
V-A+F=2= 11- 7F32+5 +2F,+1=2 = F, =5

~F=2F,+5 =» F =11

F;: n® de faces triangulares

F,: n? de faces quadrangulares

A=20e V=10

V-A+F=2>=10-20+F=2=F=12
3F; + 4F,

F3+F4=12e———2~—=20 nosdao: F, =4 ¢ F, = 8

Resolvido.

\'

5+7+9+ 29

8 =
A= 5-347-4+9-54+8-6 _ 15+ 28 + 45 + 48
5 = 3 = 68
\'

V-A+F=2,V=2,A=68 = F =41

1919

195,

196,

197

198.

Dados: F; = 2k, F, = 3k A =2V

F=F +F = F=3k

2A = 3F, + 4F, = 2A =6k + 12k = A =9
V-A+F=2 = 9%-2-9%+2-5%k=4 = k=4
F=5k = F=5-4 = F=20

~

F,=F;+2¢e V=
F=F+F +F = F=F +2F +2

2A = 3F; + 4F, + 5F; = A ="2F, + 4F; + 3
(V-A+F=2,V=7TA=2F~1) = F=6 = F,+2F;+2=6 =
= F, + 2F; = 4

Dai temos que F, = 4 — 2F; e, sendo F; um niimero inteiro positivo, o uni-
co valor para F, que resulta F, também inteiro e positivo ¢ Fs = 1.

Logo, Fs = 1 e F, = 2, eentdo: F; = 3.

= A=2F-1

Nomenclatura: V, A e F para o poliedro primitivo, e ¥, A’ ¢ F’ para o0 novo

poliedro.

F=F +F,

A=24 = V+F=26
A =24 = 3F, + 4F, = 48 (2)
FP=F,=F,+1eV =V -1

2A’ = 4F] =» A’ =2F; = A’ =2F

Substituindo A’ na relagdo de Euler no novo poliedro, vem:

Vi - A’ +F' =2 = V' —2F +F =2 =V ~-F =2 =
> (V-1D-(F,+1)=2= V-F =40

Substituindo ¥ de (3) em (1), temos: Fy + 2F, = 22. (4)

Resolvendo o sistema (2) € (4), vem: F; = 4 ¢ F, = 9.

Portanto, F = F; + F, =4 + 9 = 13

= V+F3+F4=26(1)

I

F=a+b+c

AR f+ bm + c¢cn
2

Como A é um numero‘inteiro e positivo, entdo af + bm + cn deve ser niimero par.

V-_A+F=2=>V=2+A-F

af + bm + cn

V=2+ 3 -@+b+o
4+ af+bm+cn —2a—2b— 2
V= 2
yodtal-2+bm=-2+cn-2
- 2
Resolvido.
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200.

203.

204.

205.

206.

207.

208.

209.

210.

42

A =28

F=F +F, = 2A =3F,+7F, = 3F; + 7F,.= 56 (1)
S=64r = (V—-2)-4r=64r = V = 18
V-A+F=2A=28,V=18 = F=12 = F, + F, =
De(l)e(2vem: F; =7 e F, = 5.

12 (2)

O poliedro é o dodecaedro regular: A = 30, F = 12, V = 20.

Ao retirar as trés faces adjacentes a um vértice comum, retiramos 3 arestas e 0 ]
vértice comum. Ficamos entio com F’ =11, A’ = 27 ¢ V'’ = 19 e nota- |

mos que V' — A’ + F’ = 1 vale para a superficie aberta que restou.

Resolvido.
Resolvido.
Resolvido.

Designemos por:

V;: 0 nimero de dngulos triedros

V,: o nmimero de dngulos tetraédricos
V5: 0 numero de dngulos pentaédricos
Ve: 0 nimero de angulos hexaédricos
etc.

Temos de provar que
Vi4+ Vs + Vo + L
De fato:

3V + 4V, + 5V + 6V + 7V, + ... = 2A =

Vi+ Vi+ Vot o= 2A = 2(V3 + 2V, + 2V + 3V + 3V, + ..) =
=2A - V; - 2V, — 2V, — 3V, — 3V, — ...), 0 que prova a tese.

é par.

Usando a mesma nomenclatura dos problemas anteriores e sabendo que:
2A = 3V; + 4V, + 5V5 + 6V, + TV, ...

V=V 4+ V,4+ Vg + Vg + V, ..,

eque V — A + F = 2 (relacdo de Euler), temos:
2V —-2A +2F =4 = 2F =4 4+ 2A - 2V =
= 2F =4+ (3V; + 4V, + 5V5 + 6V, + 7V, +
—2(Vs3+ V,+ Vo + Vo + V, + 1) =
4 + V3 + 2V, + 3V, + 4V, + 5V, + ..., 0 que prova a tese.

) —
= 2F

I

Resolvido.

Usando a mesma nomenclatura dos problemas anteriores, precisamos provar ;

que F; + V; > 8.

ik

Sabemos que:

2A = 3F; + 4F, + 5Fs + ...
F=F+F +F + ..

2A = 3V; + 4V, + SV5 + 6V + ..
V=V, + Vg+ Vs + Vg + ...

earelacgiode Euler V- A + F = 2

nos di: 4V — 4A + 4F =8 = 4V + 4F = 8 + 4A
Substituindo 2A com faces € 2A com vértices, vem:
4V; + Vo + Vs + ) + 4F, + F, + Fs + ..) =
= 8 + (3F, + 4F; + 5Fs + ...) + BV, + 4V, + 5Vs + L) o=
= F3+V3=8+(F5+...)+(V5+...) =

= F+V; =28

Utilizando a mesma nomenclatura dos problemas anteriores, vamos inicialmen-
te provar que 3F < 2A e 3V < 2A.
F=F +F, +Fs + ...
2A = 3F, + 4F, + SFs + ... =
= 2A = (3F; + 3F, + 3Fs + ...) + (F¢ + 2F, + ..) =
- 2A =3F + (F, + 2Fs + ..) = 2A 2 3F = 3F < 2A (1)
Analogamente, 3V < 2A. )
Da relacdo de Euler V. — A + F = 2, vem:
A+2=V+F = 3A+6=13V +3F
Mas 3V € 2A = 3A + 6 <2A +3F = A+ 6<3F 3
De()e(® = A+ 6 <3F <2A. '
Utilizando a desigualdade (1) e a relagdo de Euler, temos:

A+ 6 <3V <2A

2. Sendo V o n° de atomos e A4 o n? de ligacOes entre eles, temos:

2A=12-5+20-6 = A=90
V-A+F=2 = V=60
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Capitulo VIII — Prisma

Paralelepipedos: elementos, drea e volume

227. Na figura, « é o plano da face ABCD

241.

243.

248.

250.

e 3 ¢ o plano da face EFGH e seja
7 o plano que intercepta as quatro
arestas paralelas determinando o qua- A
drilatero PORS. Temos:
a//B = PQ//RS
Analogamente, PR // QS
= PQRS ¢ paralelogramo

=

2(ab + ac + be) = a+b+c=10
Substituindo os dados na expressdo (a + b + c)?, temos:

(@+b+cP=a’+b2+c?+2@b+ac+bc) = 100=a2+b>+c2+ 62 > §

= a2+b2+C2=38 = d2=38 N d=\/ﬁcm.

Sejam a;, b, e ¢, as dimensdes de um paralelepipedo e a,, b, e ¢, as dimensdes

do outro. Temos:

diagonais iguais = af + b} + ¢} = a + b + (1)

¢ também a + b +c=a+b, +c, (2

@ + by + ¢) =al + b} +c}+ 2ab, + ac, + b)) wew

(@ + by + ¢)? = a} + b + ¢} + 2ab, + ax, + bzcz)} -
BHe@

I

2(ab; + ajcy + bie) = 2(ab, + ae, + b,cy)

Perimetro de PQRS = 2 X (1,40 + 0,20) = 3,20 m U

251, ab = pk (1); ac = gk (2); bc =1k (3)

J81.a+ b +c=45 (1) a +

Perimetro de TUVW = 2 x (0,20 + 0,60) = 1,60m B/t ng
Como ¢ possivel fazer o pacote usando
apenas um no, entio serdo gastos

3,20 + 1,60 + 0,20 = 5 metros de corda.

Sejam x, y ¢ z as dimensdes. Temos: . .
(x: ky__kz=i.k)=(=’§t;k} =_r§;_l§1izzrs;k;

t
K

S
D = S et 4 i 4 2 Y A
MHem (2 = S K(rst* + rs°t + r’st) = K 2SUE £ 5 + 1)

_r— H
_kT) = (x=stK,y=rtK,z=15K) (I) S =2&y + xz + yz) (2) |

Subsntumdo em (1), vem:

X \er(t+s+r)’y \’25(r+s+t) VZt(r+s+t)

()2

2@ab + ac + bc) = 202 = kp+q+1=1£= k:—ﬁ_:y_q—jr_r_

Fazendo [(1) : ()] X (3), temos:
1 b= 0y .
k= ab+q+0
g\/___rﬂ; .
plp +4q+ 1)

1
. = pk -
ab rve .bc=p e
\/————«———pq e ¢ =
¢ p+q+71)
b2 = 625 (2); 2(ab + ac + bc) =
(a+b+c)2=a2+b2+c2+2(ab+ac+bc) =
= 2025 =625 + ¢ + 1300 = ¢ = IQcm.
Substituindo em (1) e em (2), obtemos o sistema:
a+b=35
+ b? = 625
V=a-b-c=>V=20'15-10=>V=30000m3 .
Resposta: Dimensdes: 20 cm, 15 cm, 10 cm; volume = 3 000-cm”.

Analogamente, a

1300 (3)

282. Sendo x, y € Z as dlmensoes, temos:

XxX+y+z=43% (1) X+ y + 72 = 62522 (2); xy = 180a’. (3)
Calculando as dimensoes:
x+y+2P=2+y +2+2xy +x2+y7) =

~ 43y = 6252% + 2[180a? + z(x + V)| =

= (@a=20cm,b = 15cm)ou(a = 15 cm, b = 20 cm).

2 _
= 18493 = 625a% + 2[180a®> + z(43 — 2)] = 22 — 43az + 432a? =0 =

= (z=27a ou z = 162 (5)

X +y = l6a - lucio
z=27a em (1) = Xy = 180 - a2 = ndao fornece solug

xt+y= 2 = = x = 15a,y = 12a)
z = 16a em (1) = Xy = 180 - a = (x = [2a,y = 15a) ou(
Volume:
V = xyz' = V = 12a-15a-16a = V = 2 880a°
Area total:

A, =2y + Xz +yz) = A = 2(180a® + 15a - 16a + 12a - 16a) =
. =

= A, = 1224a°

285. Seja a a aresta do cubo. Temos:

12a4=72 = a=6cm
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290.

291.

296.

Sendo x, y e z as arestas do ortoedro, em ordem crescente, temos:

x=%-a = X=T'6 = X =4cm
z=i~x = z=i-»4 = z=—l6—cm
3 3 3
16 26
4 + 4y + 4z =72 = 4-4+4-y+4-~3—=72 = y=——3—cm
26 16
Vortoedro Xyz Vortoedro _ ) 3 ) 3 - Vortoedro _ 208
chbo a3 chbo 63 chbo 243

Sejam a, a e b as dimensées do paralelepipedo. Temos:

V2aZ + b2 = 9 2a? + b* = 81 (1)
2(a? + 2ab) = 144 a® + 2ab = 72 (2)

- = @-b2=9 = (@a—-b=+30oua—-b= —3)
Coma — b = 3, temos:

a—b=3 = b=a -3.

Substituindo em (2): a2 + 2a(a ~ 3) =72 = a? - 2a~24 =0 =

= (a= —4(ndoserve)ou a=6cm) = b=3cm=> V=6.6-3 =

= V = 108 cm’.

Coma — b = -3, vem:

a—-—b=-3 > b=a+ 3.

Substituindo em (2) e procedendo de modo analogo, obtemos
(@a=4cmeb=7cm) > V=4-4-7 = V =112 cm’.

Seja a a aresta do cubo. Temos:
6a2 = 216 = a = 6 cm

)
| 3
X X ]
Z(X'T+X'3+—3—'3—216= /}l_ ____________ -
= x =6(~10 - I)cm = X
X 3
chbo _ a3 - chbo _ ,63/ - chbo _ 6
Vortoedro X - i .3 Vortoedro ,62(\] 10 — 1)2 vortoedro 11 — 2\/T6 )
3 1
a+a+%a= 16 = a=6c¢cm base do ortoedro
2 1
2 2 2 2
g2 & p_ 6 6
R S
> £=3V2cm
A
VCUbo = t’3 = chbo = (3\/5 )3 = 2

= Voo = 54v2 cm3

Njo

- 2. : a
Vortoedro = & * @ 3 ,I
2 I
= 2. .6 = 3 S——
= Vortoedro - '3— 6 144 cm /r-‘/‘ ot ’IP\\,
£ ly&a
Volume (V) e area (S) do solido: / .! N = 2
1 A
= Vv = - AN
V= chbo + ortoedro - "

= Viu = 188 + 3V2) em’

1 g s
S=5-(3V22 +46-4) +6-6+5-6-6=240cm

298. Considere o cubo de aresta a, da figura.

A a B A B
a)
a
81\ ¢
av3
\ F
av2 s N[
/ E '\
H G \/_
6
6 _\1_6_ = n —— (3)
a) o = arc sen —\/3—_— 1 B = arc sen — ) y = arc sen — (
1), Qe@ =» a= =7
A
b)
av3
ENp) |
H a G
av3
Rel. métricas = GH? = AG-GI = a?=av3-Gl = GI = 3
= GI = _“A_3G_.
299. Sy, = 7,297 = aR? = 7,297 = R =2,7cm
a) Seja @ a medida da aresta do cubo.
a=RVZ = a=27/2cm !
d=av3=d=272v3=d=27V6cm R 1 R
b)S=6a> = S=6-Q2N2)P =
= § = 87,48 cm? R
gV=a = V=02W2)y =
= V = 54/2cm’
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300. O quadrado da 4rea da sec¢do indica-
da na figura é (a®> + b3 - c2. Note-
mos que temos 2 secgdes com essas

condicdes.
i b
Entéo: S
soma dos quadrados das areas das 6 seccbes = S a
=2(a% + bHhc? + 2(b> + da? + 2(a? + ¢B) - b2 =

= 2[a’c + b%? + a’? + a%? + a?? + b = 2[2(a%? + b + a2
= dobro da soma dos quadrados das 6 faces.

. Célculo da drea da base:
Lei dos cossenos:
22 = R? + R? — 2RR cos 30° =
= R? = 42 + V3 ) m?
A 4rea da base é igual a 12 vezes o
valor da area do tridngulo isdsceles
destacado na figura ao lado.
B=12. R'R-Zsen30"

> B=12-42 +V3)-

1
7.7 = B =122 + V3)m?
Calculo do volume:
V=B-h = V=122++3)-10 = V=122 + v3)m’.
Prisma: dreas e volume

339. Cilculo da area da base: B ¢

C
o 1 \/§ 1 A ¢ == 4
cos 30 :T:T:T: ‘Ff‘?'mE 3'|D
= = 2_\/;_3_ m i :\\
3 h : P
| "
B = igz V3 = }‘"i'"-‘r*l‘
2 N -‘\ J
2 G enes 5
= B = i . (_%_\/i \/—3_ = v
2 3
Fig.
= B =2V3m? ig. 1
Calculo da altura: B
{ 00 00 ¢
AG’ = AM? - GM? = 508 P
=h2=22“‘(&)2=h=—‘—2f6—m A 1m im ¢
3 3 Fig. 2

48

b))} =

110.

47,

J48.

Volume:

V=B-h = V= (2«/’)(2‘/_) > V = 4/2 m?

Sejam p e £ 0 semiperimetro ¢ a aresta da base, respectivamente. Temos:
L2N3 = 12=2p+38V3 =

—2% N4(1 + 4/3)
23

3
Ar = A+ 2B = 12=2ph+-2-—2—

> 12=60432V3 = V32 +2U—-4=0= (=
W1+ 43 - )3
3
_ 2
B=%—ﬁ\/§=> Bz%{(«/1+4«/3§ 1)&}_\/—3—=

= B=@(3+6—+3+ 12V3)dm?
V=B-1= V=@3+6-+3+ 12V3)dm’

= [ =

Seja a a aresta do cubo.
. ]
Aplicando o teorema de Pitagoras .
no tridngulo destacado, obtemos N
a\/f ) 7 :
2 / W CEly
Sendo R o raio do circulo circunscri- a N~
to ao hexagono, vem: 21 o

av2

f:

R=¢{= R=

3 a\/-2— )2 \/—
= . -3
Shex, 2 ( 2 Shex.

= =» ES = =
Scirc. g R2 Scirc. 7[_( a\/i )2 Sc’lrc.
2

kNE)
27

Seja £ 0 lado do hexdgono em questdo ¢ a a aresta do cubo. Temos:
6a? = 31,74 = a =23cm

gz_a_\/2=>g=_2_’%2£=2p=6-ﬂ=2p=6,9\/2cm
’ 6,9v2 A 3
2 ) _ '
(23:_?1)_:!3:__3_:»(3—2,3\/20m N\, |
D
V3 2,3V2 V3 2,36 h
h = 3 =h=——————2 :h—-———z cm «  x
H BC
~ . = — B C
AADE ~ AABC = T x DE X
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2
2 2
2o (2, (2 _ a2
P = (3f + (3] = pa=
350. a) BD = DE = BE (diagonais das Ca B
faces) = ABDE é equilatero, de a
lado av2, em que a é aresta do cubo. D ¢ /12
]

b) Os pontos B, D e E estdo a igual G ’:{L ~7F
distancia de A e G e pertencem, A a
portanto, ao plano mediador de H E
AG.

Problemas gerais sobre prismas

368. Sejam a — r,a, a + r as dimensdes. Temos:

50

349. a) Sendo o plano da face ABFE para-

lelo ao plano da face CGHD, um
plano que intercepte os dois o faz
segundo retas paralelas. Logo,
PQ // BE. (1)

APHE = AQCB = PE = QB (2
Me@) =

= PEBC ¢ trapézio isdsceles.

b)BE2 = a2 + a> = BE = aV2
2

BQ2=(1) + a2 = BQ=———a25 - PE=2

2

Entdo a diagonal AG é perpendicular ao plano (B, D, E) num ponto I que é

o ponto médio de AG e o baricentro do tridngulo BDE.
@av2y V3 a2+/3
A -

©) Sppe = = Sppg = 3

2(a ~na+ (@a—ra+1) +a@+r] =S 2r2 = 6a? :

= -S i
@-1P+a+@+1pP=d N 2r2=d2-3a2£2;
= 6a2 — S=d2 — 332 > a=______.‘d3+s

Substituindo em (1):

169.

370.

-d2+S—S=r— 2d2 — S
9 B 6
As dimensoes devem ser:

2P = 6

Nd¥ + S [o#2 - s V& +S & +8 28> - S
- » » +

3 6 3 3 6
com 22 -~ S >0 = d& > % (as dimensdes devem ser reais)
e

2 2 _ 2 2 _
Nd*+S f2d S>0=d+S 2d S=>2d2+ZS>6d2—3S=

3 6 9 6
= d&< —541 (as dimensdes devem ser positivas).
Note que, se & = %, entdo o paralelepipedo retangulo serd um cubo de

&+ S
aresta @ = \———.
3
Sejam:
S, = soma dos diedros formados pelas faces laterais do prisma triangular com
uma base;

S, = soma dos diedros formados pelas faces laterais do prisma triangular com
a outra base;
Spr = soma dos diedros de um triedro.
Temos:
r < SDT < 6r
Considerando a soma dos triedros de uma base, temos:
6r < SDT] + SDT2 + SDT3 < 18r = or < ZS, + 2r < 18r =
- 4r<2S, <l6r » 2r<S <8 D
Noteque S, + S, = 6r = S, = 6r — S,.
Substituindo em (D :
A<6r—S, <8 = —4r<-5<2 = S, < 4r. Q)
De @ e @ e chamando S; e S, de Sp, vem:
2r < Sp < 4r.

Usando a mesma notagiio e 0 mesmo raciocinio do exercicio precedente, temos:
n-2r < Spr, + Spr, + .- + Spr, < n-6r =

= n-2r<28, +Mm—-2)-2r<n-6r = nr<S, +nr—2r<n-3r =
= 2r<S, <(n+1-2r @

S +S,=n-2r » §=n-2r-38,

Substituindo em @:

dqt<n-2r-S,<@m+1)-2r = 2r—-n-2r< -S,<(@m+ 1) -2r =
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371.

372.

373.

52

= 2l -n-r< -5, = S<m@--2r Q
De @e@echamandoS,eSzdeSD:
2r<Sp<(m-—1)-2r.

Sejam ¥ o volume e S a area da sec¢do normal do prisma. Sendo:
¢: lado do poligono equilatero determinado pela sec¢do normal;
d;, d,, ..., d,: distancias do ponto no interior do prisma as faces;
D,, D,: distancias do ponto no interior do prisma as bases.
Assim, temos:

£d, £d, £d,

—2— + ‘—2—- + ...+ 3 =S

D,:-S+D,-S=V

d1+d2+..+dn=275(1)
- v
D, + Dy =+ (2
S
M+ @ = d,+d2+...+dn+Dl+D2:—2fi+%

Seja o paralelepipedo ABCDEFGH,;
I o ponto de interse¢do de suas diago-
nais; = um plano que nio intercepta
o paralelogramo; d4, d e d,; as dis-
tancias dos pontos A, I e G ao plano 7.
Como A, I e G sdo colineares, tam-
bém o serdo A’, I’ e G’, suas proje-
¢Oes ortogonais sobre w. Entédo:

I ¢ ponto médio de AG
11" 7/ AA”

~ AT =TG =
= d ¢ base média do trapézio AGG’A’. Entdo: d, + dg = 2d.
Analogamente:

dg + dy = 2d;d¢c + dg = 2d; dp, + dp = 2d

E dessas 4 igualdades vem:

dy + dg +dc + dp + dg + dp + dg = 8d.

d: a distincia de P ao ponto /
Sejam: d 4, dj, ..
D, as diagonais AG, BH, CE e DF; I o ponto de intersecdo das diagonais.

., dy as distancias de P aos vértices 4, B, ... H; D;, D,, D;¢ §

374.

375.

Aplicando a relacdo de Stewart ao p
tridngulo PAG, temos:

d2 - IG + d - Al - &*- AG =

=Al-IG-AG =

[s)

C
:dz._l?‘_+d2._D_‘_d2.D= AB
A 2 G 2 1 ‘ v
b Dp Q
=2 2 T G
D2
=d§\+d20=2d2+—2—'.® E H

D2
2 + - @
DZ
@+ dp=2+—5 @

Il

Analogamente, obtemos: d§ + dj

2

D
@+ =2+ @

@+@+@+@=>dg+d%;+...+dﬁ=8d2+%(D%+D§+D§+Dﬁ)

Em lugar da relagdo de Stewart, da Geometria Plana, poderiamos usar, também
de 14, a expressdo da mediana de um triangulo em funcdo dos lados.

Seja AB a diagonal do cubo de cen-
tro O e seja X um ponto de uma aresta.
A sec¢do do cubo por um plano que
passa por AB serd minima no caso
em que a distdncia de X ao ponto O
seja minima. Isso ocorre para X coin-
cidindo com o pont(ﬂédio M da
aresta. A distincia OM (cateto) €
menor que qualquer outra distincia
OX (hipotenusa).

A area da seccdo minima € duas ve-
zes a area do AABM.

a\/§=a\/€'

o 1
Area=2--2—-(AB)-(0M)=a«/§- > 5

Seja AB uma diagonal de face do cubo € (4, B, C) o plano que forma 30° com a face.
Esse plano determina no cubo um tetraedro tri-retangular D(ABC) em que D é
o triedro tri-retangulo.
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O volume V desse tetraedro ¢ dado por; ( 1apitulo IX — Pirdmide

- % (DA) - (DB) - (DC) (1)

)
|
| A5 198. Dados: m = 7,R = 2.
conforme aparece no exercicio 400. A'r /—/,’l g X ¢{=RY3 = ¢=2/3cm
Como DA = DB = g, basta calcu- ,,}"\"Y: A
lar DC = x para resolvermos o pro- 7 me
blema. < W av2
E o que segue: 30'; B 2 /
~ 2 avé 4
(ACDMCD=XM=30°DM=a )=x= ‘»“
/€D = % 8 =307, DM = ; NE S
Substituindo em (1): ’
1 av6 a V6
VegaraTg = V=g A=3-20 oA- 3.______2‘/32'7 = A =21V3em?®
O volume V'’ do outro sélido resultante é obtido por diferenga: NG 2 VIV -3
- 723 _ @V3) - - 2
V’=a3—V=>V'=-36—3K[6_a3_ =—3 B_—————4 = B =3/3cm

A=A +B = A =213 + 33 = A = 24V3 cm?
376. a) Considerando os dados do problema e
fazendo OR = x, OT = y, SR = z e
OS = u, temos:

V=B:-h > V=

1
=2 V = 5 Xyz. ¢))

103. 2 =102+ 24> = d = 26cm
B=10-24 = B = 240 cm?

262 =m} + 52 = m; = V65lcm
26 =m} + 122 = m, = V133 cm

Xz

2
= A, = 2(5V651 + 24V133 = 120) cm?

At=z(24'2m2)+2(10'm‘)+3 = A, =24-2VI33 + 10- V651 + 240 =

No APTO temos: y = ¢cosa € u = sen a. 409. {= 2R = £=2-32m = f£=6V2m

No APQT vem: x = ucos 30° = uv3 =£sena B=f > B=(6V2)? = B=T2m?
2 2
z=usen30"=—:lz—u=-é—sena Base £ !
Substituindo x, y € z em (1), vem: / \
1 V3 1 V3o P 3V2ml,
V=—2—-T~sena-c05a-7sena = V=Tsen a - €os a.

b) V' € maximo se a derivada de V em relagdo a « for nula. v

av o 0 = _‘Q (2 sen —senda) =0 = . .
da 8 Sefl @ €os o = sen” o) = Seja m a medida do apétema da pirdmide.
sen® o Dai:
— =2 = tg2a =2 .
cos? o £-m

A=A +B = At=4( 5 )+12 =
e, como 0° < « < 90°, temos: tg o = V2 .

55




= 192=2-6/Z2m+ 72 > m=5/2m

2
m2=h2+(%) > V22 =h+@3VZP? = h=4/Im

430.
f=2R = (=26 = £=12cm
AAMD: 122 =m? + 6 = m = 6V3cm
AAOM:m? = h?2 + R2 = (6V3P2 =h2+ 6 = h = 6/2cme
B=#2 = B=12 = B=144cm?
1 1
V=-5-B-h = V=T-l44~6\/5 = V = 288V2 cm?
436.

Cilculo da area da base:
a=13m;b=14m;c=15m.

_a+b+c 13 + 14 + 15
p———z———' = p=———-—7-———- = p=21m

B=Vpp-ap -bp—-¢ = B=+v21-8-7-6 > B = 84m?

Se as arestas laterais sdo congruentes, entdo a projecdo ortogonal do vértice so-
bre o plano da base ¢ o circuncentro O (centro da circunferéncia circunscrita) '

do tridngulo ABC. Entdo:

_ abc _13-14-15 65
B=—p- = 8=——7p—— = R=—m

2
AVOA:h2=202_(_6_85_) =h=15\8/§§m
Vz%'B‘h= V=—;--84-15;/§§ - v=_10_5%/_2_5_m3
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441. Sejam:
a: aresta da base;
I: raio da circunferéncia inscrita na base;
h: altura da pirdmide;
m: apotema da pirdmide;
p: semiperimetro da base.

Temos:
2
B = r=af=—3;—-2
= a=4/3cm
2 2
p_@NE L o APV
4 4
= B = 12V3 cm?
a-m
A,=3- 3 =32m=A:_B”'u\é—§ln'=3m—IZﬁ=
A=A —-B

= m=4cm
meh+r? = £=0+2 = h=223cm

1451. A base é um tridngulo retdngulo.
Entdo, o circuncentro da base é o
ponto médio da hipotenusa desse trién-

gulo.

AAOB: h? = (12,5 — (1,59 =

= h = 10cm

B = 9-12 | B s4em
2

V = __;._ .B-h =

- v=%-54-10 - V = 180 cm®

A A
s
a

a a3
s 80 c
60°" K 60° c s 2 a

2a

B8
B

a) Calculo das arestas:

SA 1
[« S
cos 60° = <B =

162.

7=%¢SB=Za
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- _ AB V3 _ AB
Seﬂ60————SB =T——7é—ﬂAB=a\/’3—
Lei dos cossenos no ASBC:
BC? = (2a)? + (2a)? — 2 - (2a)(2a)cos 60° = BC = 2a
Note que SC = SB e AC = AB. Portanto, SC = 2ae AC = aV3 .

b) Calculo da area total:
a-2a-sen60°  a’+V3
2 - 2
2
Face SBC = —@‘%ﬁ = a?\3

Face SAB =

Face ABC = 2a2-m _ 2a '23‘/5 - a23

az+\3
2
A, = SAB + SAC + SBC + ABC =

a?v3  a?+3
A =
= t 3 + 5

A
av3 av3
m
3 S
B a a C

mzz(a\/?g")z_az > m=av2

Face SAC = SAB =

+a2V3 + a2 = A, = (V3 + V2) 2

¢) Calculo do volume:
h2 = m? — x2

h2=a2—y2 =’m2—xz=a2—y2=(a\/-Z_)Z—X2=a2—y2=.
= X+yx-y)=a = Zaf(x_y)za:
o x—y— A3
3 Y I
X+y=2a\/§ 3
2
hz=mz—><2=h2—(~/‘2')2‘(2\3/§a)2 h = a\=
3
vel.phovol @PV3 a2 a2
3 3 4 \/3 3

164,

167.

Sejam:

¢: ntimero de lados da base da pirdmide

a: apotema desse poligono

2x: medida da aresta da base

m: apétema da pirdmide

6: metade do angulo central que sub-
tende a aresta da base.

Temos:
(}?—2)-7r=n1r=>t’=n+2
e'2x-m
ﬂ=k= . 2 =k=
B ‘- 2x - a
2
> m=k-a .
AAOM:m? = h? + a? = (ka)) =h> +a® = a= 7
27 _ L3
W=— =0=337
) _ X T _ X o
AOMB: tg 0 = a =>tg(n+2) N
_ h t T )
= X=me1 Eln+2
2x-a h ( T h
= - —_— = . - 1 .
B=¢ 3 = B=@m+2) o . N
1 1 m+2) ., ( T )] _
= = . = e o | e—7 W2t -h =
V=—5:B:h =V 3 YT )
=(n+2)h3,(( T )
32— 1) n+2
Seja a a medida da aresta do tetrae-
dro regular da figura ao lado. A

Temos:

AH =
H é baricentro do ABCD =

§ D
= BH =%-(a23) =

av3 C
3

AMHB: (MB)? = (MH)*> + (BH)> = (MB)’ = ( Z

a«gfg & MH = a\6/6_

v

=» BH =
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473. a) Sendo 51;7 perpendicular ao pla-

60

472.

Analogamente: MC = 3\2/5 e MC = axz/f .
No ABMC temos:
2 2
By + ey = (B2 4 (a—z‘@) =2’ = (BOR =

= (MB)y + (MC)* = (BC)* = ABMC é retangulo em M.
Analogamente para ABMD e ACMD.

. L. - — — E
Logo, o triedro de vértice M e arestas MB, MC e MD é um triedro tri-retingulo.

a) Na figura ao lado temos uma parte da base:

M
MM, =22 + 22 = MM, = 22 m. 2

b) M;M,M;M, é quadrado de lado M;M, = 2vZ m. )
Area de MM,M;M, = (2v2')? = 8 m?

) AC = &/Z = HC = 22 m M 2 B
(VHY = (VC)* — (HC)
(VHY = 4 - 2V2): =

= VH=22m » VH=+2m

Seja V o volume da pirdmide V(M,;M,M;M,).

=—.1?~-B'hemqueB=8eh=\/§e
entdo: V = 8}/—2— m3.,

no A£CD, pela defini¢do, vem
>
que DE ¢ perpendicular a DA e a
>
DC.
Logo, os tridngulos ADE e CDE
sdo tridngulos retingulos em D.
had
Sendo ED perpendicular ao plano
>
ABCD e BC perpendicular a reta 5&,
pelo teorema das trés perpendiculares,

> R <>
vem que BC é perpendicular a EC.

Logo, o tridngulo BCE é retangulo em C.
Analogamente, o tridngulo BAFE ¢ retingulo em A.

174.

475.

b) Calculo da area total:
Sejam: ’
S, = area AADE, S, = area ACDE, S; = area ABCE, S, = é4reca ABAE ¢
B = area do retingulo ABCD.
Aplicando o teorema de Pitagoras, obtemos: CE = 10 me AE = 45 m.

Eentdo: S, = 16, S, = 24,S; = 20, S, = 12V5 ¢ B = 24.
Logo: Ay = S, + S, + S; + S, = 60 + 12V5 = 12(5 + V5)
A = A + B =060+ 12V5 + 24 = 1207 + V5) m?

Sejam:

h: altura da pirdmide quadrangular regular:
m: apStema dessa piramide;
a: aresta da base dessa pirdmide.

A
Temos: S + a2 =A = S—-A=a (I);A=2a-m = 7§=m(2)

2 _ a2
2m 2a 3)

&) (S ~ AV2m? - aZ -
= V = 5

S—A)-h
m——— = ——
3 3

AZ
= 36V2 = (S — A)PX2m? - a?) 2 36v2 = S - A)2[2 . —Za—z —(S-A) =

2
= 36VZ=(S - A)2;—A‘7— S - A)] =

a

2

- 36 = 8 - Aty - 6 - A) =

AZ — 2(S? — 2AS + AZ)]
= 36V = (S — AY 25 - A) ] =
= 36V2 = (S - A)_L“_z_sz___ztféﬂ_ = 36V2 = S§(S — A)2A - 8S)
Sejam:
Spcp = B;

h: altura de ABCD relativa & base B;
d: menor distincia entre AB ¢ CD.

Com a mesma base BCD da pirami-
de construimos o prisma AEFBCD.
O volume desse prisma é a soma dos volumes
de duas piramides, a saber: A(BCD) e A(CEFD).

Sendo S a area do paraielogramo CEFD, temos:
Volume AEFBCD = Volume A(BCD) + Volume A(CEFD) =
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476.

478.

62

B , S-d _ Bh _d-S d-s
=’Bh=_§_+—?_=’-‘3‘=_6 =’VABCD=_—6

Nota:

Sendo « o angulo entre ﬁ‘ e CD (que é o angulo entre EF e CD), temos que

S = (EC)(CD) sen « e entdo:

Vagcep = d-EC-CD-sena =%d~(AB)-(CD)-sena.

6

Portanto, o volume de um tetraedro é igual a sexta parte do produto de duas 3
arestas opostas pela distancia entre elas e pelo seno do angulo por elas formado. |

S € a area da projegio B’C’D do tetraedro ABCD sobre um plano que passa ;

por D e é perpendicular a AD.
B’ e C’ sdo as respectivas projecoes de B e C. s
Consideremos o prisma DB’'C’ABE e seja d a medida de AD.

Notemos que ¥V, pcp = Vpg pe, Pois ABB’D ¢ paralelogramo e os tridngulos
ABD e B’BD sio equivalentes.

SejaCE = xe CC’ = y.

Temos:

Volume de C(B’C'D) + Volume de C(BEA) + Volume de C(ABD) +

+ Volume de C(B’BD) = Volume do prisma DB’C’ABE =
';—'S'Y'F%'S'XWL Vapep + Vapep = S-d =

1

4

= ‘;— SX +y) + 2Vupep = Sd = Sd + 2V,pep = Sd =

3
Sd B
= Vascp = —5—- y !
H E
Al l’ [} ]
ra ' | X
7 I )
/ 1
/ I !
d« / LAC
f, l
/ B o1y
7 S |
D N,
Seja V(ABC) o tetraedro em que V A

é triedro tri-retdngulo e VA sua altura.

Consideremos ainda a altura VD do

tridngulo retdngulo BVC e observe-

mos o tridngulo 4 VD retingulo em V.
VD =h, e VH = h

179. a) Sendo P um ponto do interior do

1 1 1
No tridngulo retangulo BVC temos: F = E + ?
l 0 oy
(procure provar esta relagio com base nas relagbes métricas no tridngulo re-
tangulo).
i ; L1 1
No tridngulo retdngulo AVD temos: pei W .
1r_r .1
h2 aZ bZ C2

Substituindo ;15 nessa tltima relagdo, vem:
1

tetraedro ABCD e pertencente ao
plano (M, N, Q):

VP(AMN) + VP(AMQ) + VP(ANQ) =
= V@MNQ

ou seja:

1 (AMAQ | 1 AMAQ . _

1 AM)(AN)

3 ( )2( At 2 b+ 3 2
_ 1 AMGY a2

3 2

Dai vem:

(AM)(AN) - a + (AM)(AQ) - b + (AN)AQ) - ¢ = (AM) - (AN) - (AQ)
que, dividindo por (AM) - (AN) - (AQ), nos da:
a b c

b — + == =1. (3

AQ T AN T AM &) )
Reciprocamente, se AM, AN e AQ satisfazem a relacdo (3), entdo P perten-
ce ao plano (M, N, P). .
Notemos que de (3) obtemos (2) e depois (1).
Sendo P interior ao triedro, temos:

= )
Vv +V y + Veang + Veung ° VAMNQ (
D};(Azx)me 1) }\)/(grﬁQque Veaang = 0» ou seja, P esta no plano de M, Ne Q.

b) Temos:
be . (AM)  (AN)  (AQ)
Vamng = % - (AM)(AN)(AQ) = a6c X - ) . N A

c b a , ...
Esse volume ¢ minimo quando o produto AM AN AQ & maximo. Mas

este produto é maximo quando os fatores sdo iguais, isto ¢é:

a _ b _ ¢ 1 _ (AQ=3a AN = 3b, AM = 30)

A N A 3



480. Seja P a intersegdo do plano bissetor

481.

482.

64

do diedro formado pelas faces ABC
e BCD com a aresta AD.

Considere o tridngulo AHD.
Aplicando o teorema da bissetriz in-
terna nesse tridngulo, temos:

AH a
DH b
Entéo

BC - AH C
Sarc - 2 - SaBc _ AH Sanc _a
Spep BC - DH Seep ~ DH Seecp b

Primeiramente devemos provar que
Os segmentos que unem OS pontos
médios de arestas opostas de um te-
traedro concorrem num mesmo ponto.
Sejam MP, NQ e RS os segmentos
citados acima. Temos:

MG // BD
NP // BD -
MQ - NP = BD.

= MNPQ ¢ paralelogramo = MP NNQ
RSNMP = {O}. Entio, MPNNQNRS =
Areta AO situada no plano (4, B, M)
encontra a mediana BM do ABCD e,

conseqientemente, o baricentro A’
desse tridingulo.

{O].

Deve-se provar que oA” L
p WA =3

Unindo os pontos B e¢ O e procedendo de modo analogo ao que fizemos para

a face BCD, temos que BO intercepta o AACD em B’, baricentro do AACD.

. MA° 1 MB . R/

Dai: 5- = 5 = 5~ = A'B'//AB = AOA’B’ ~ AOAB -
OA’ _ 1
OKx ~ 73

Sejam o tetraedro ABCD e um ponto O de seu interior tal que. os tetraedros
OABC, OABD, OACD e OBCD sejam equivalentes.

i

sttt Attt

AR ——

O volume de cada um dos 4 tetrae-

dros é entdo —i— do volume de ABCD.

, 1 =
Entdo a distancia do ponto O a uma face ¢ i da altura de ABCD em relagio

a essa face.

Usando o resultado do problema anterior, podemos conclui'r gue O é o ponto
pertencente aos 4 segmentos com uma extremidade num vértice ¢ a outra no
baricentro da face oposta e, ainda, que o ponto O divide cada um desses seg-
mentos na razdo de 3 para / a partir do vértice.

OA 3 _ 3 _ 1 .
Na figura: oG =1 OA = T (AG), OG 7 (AG)
a83. Considerando a figura ao lado, temos: A
Vpsep _ Seep - PH, _ PH, )
Vagcp h Sgep - AH, AH,
APMH, ~ AAMH, =
PH, _PM B D
- = O
AH, AM M N
H, C
PQ
Vpacp PN VpaBDp - PR 3, PABC . @
Analogamente, VaBcD ~ BN @), V aBcp CR @ Vascp DQ
PM PN + PR + PQ _ 1
H+@Q+A+@ = 5+ v+t O T DO
484. Resolvido.
485. Sejam: ' A
V: o volume da piramide triangular [b a
regular ABCD; M/ K
AP = h;, AH = hy;
AB = AC = AD = a. B8
[+
Note que D
_ v
VascH = Vacon = Vagpn = 3 v
Temos:
Varmn _ AP - AM - AN Vapmn _ h, - AM - AN )
Vausc AH - AB - AC v h, - a?
3

65



Varn h,-AN- A \% . . i
Analogamente, v @ _ 1 - Q (2) e —2PMQ h, - AM - AQ . 3] V = 1. (AB) - (CD) - x = 1. (AC) - (BD) -y = 1. (AD) - (BC) -z =
5 h, - a \4 h, - a2 : 6 6 6
3

(AB)- (CD) _ (AC)-(BD) _ (AD) - (BO)
1 B 1 B ’

X y z

A% h ;
D+ + G L_AMNQ 1 . '
H+@Q+@ = 3 vV hz-az(AM AN + AN - AQ + AM - AQ) §
Usando o resultado do exercicio anterior (484), temos:

3. AM - AN - AQ h, b) 1) Sejam a ¢ d, b e e, c’e f 0s pa- A
2 RN (AM - AN + AN - AQ + AM - AQ) = res de arestas opostas. a—x
3h, 2 1 A altura da face ABC em rela-
='TaH'(AM'AN'AQ)ZAM'ANﬁLAN'AQ+AM-AQ(+AM-AN-AQ)=>ﬁ cﬁoaABeaaltu&da face < H €
31h 1 1 : ] ABD em relagdo a AB passam &
_h_1 = — : elo mesmo ponto H € AB. ‘
C 1 AQ " AM " AN Ent?m' P k D
. C d
o A ABCH: (HC)? = b? — x2
486. Seja a piramide ABCDE cuja base AACH: ((HC))2 =~ (a - x? } > b -c=x~-(a-x? (1)
BCDE é um paralelogramo. Faga- AADH: (HD)? = €% — (a — x)?
mos uma seccdo por um plano que ABDH: (HD)? = f2 — x? > 2_e=x2-(a-xP Q)
contém AB. Obtemos o trapézio E’ X :
BCXE’ e tragamos as diagonais BD Me@ = BP-=f—¢e = b +e=0c+Ff
e BX. D Analogamente, a2 + d2 = b? + €%
Temos: A
B C 2) Seja ABE a secgdo pelo plano
A é di-
Vo AX () Vi | AXCAET_ X7 aue passa por AB ¢ € perpendi
asco  AD Vamog ~ AD-AE  (AD)?’ A altura AH do AABE é altu- D

ra do tetraedro e H é o ortocen- B ‘in 7E

tro do ABCD.

H pertence ao interior do ABCD = (AB)* = (BE)? + (AE)’ — 2(BE)(HE) =
- (AB)- (CD)? = (BE)? - (CD)? — 2(BE)(CD) - (HE)(CD) =

= (AB) - (CD)* = 4[(Sgcp)* + (Sacp)* — 2(Spcp)Sucp)l (1)

Fazendo (1) + (2), obtemos: VaBcD V ABDpE AD (ADY?
Vapcp = Vagpe (mesma base e altura)
Vv , : 2
ABcxe® _ AX + (AX) - AX + (AX)? _

v ,
ABCX VABXE _ AX N (AX)2

= .3

Vasco AD (AD)? AD (AD)? Analogamente:
Fazendo AX = {, obtemos: (AC)Z : (BD)2 = 4[(SBCD)2 + (SABD)2 ~ 2Spcp)(Susp)] ¥))
AD (AD)? - (BC)*> = 4[(Spcp)® + (Sasd’ — 2Spcp)Supd)l ()

Notando que Sypc + Susp + Suep = Seep € somando (1), 2) e (3), vem:
(AB)? - (CD)? + (AC)? - (BDY? + (AD)*- (BC)? =
= 4[(Sapc)® + Gasp)® + Bacp) + (Scp)’l

t+ =1 =t2+t—1=0=>t=**52_1.
i I AX VS - 1
Logo, X € AD e étal =
g ¢ tal que 1D 5 .

~ <> «> <«~>
¢) O angulo AEB é secgdo reta do diedro de origem CD; AE e BE sao proje-

487. a) Seja o tetraedro ABCD de arestas opostas ortogonais AB e CD, AC e BD, ¢oes de 21:3 sobre ACD e BCD; ABE ¢ BAE sio os angulos do diedro de

AD ¢ BC. Sejam x, y e z as distincias entre as arestas opostas.

Pelo exercicio 475, o volume de um tetraedro ¢ igual  sexta parte do produ-
to de duas arestas opostas pela distancia entre elas e pelo seno do angulo for- 3

mado. Assim,

origem AB e das faces BCD ¢ ACD. Sendo estes trés angulos do AABE, eles
tém a soma igual a dois retos. Considerando as demais arestas diferentes de
AB, temos que a soma dos seis diedros e dos doze angulos, formados por
cada aresta com as duas faces por ela cortadas, ¢ igual a doze angulos retos.
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489. Sejam:
V: volume do prisma;

P: soma 'dos volpmes das piramides que tém por vértice O e por bases, as faces
laterais do prisma;

V;: volume da pirdmide que tem,
por vértice, O e, por base, a base do pri
que ndo contém O. prisma

Temos:

V=P+V = V=P+%= P=%-V.

b sen bcsen
490. a 7 o acsen 3
0 “—2 + _'-*2 _T— = 3d2 = P
= absen ¢ + bcsen o + acsen § = 642 P JA Y
C

Seja V o volume do tetraedro cujo vértice
coincide com Pe cujas arestas unitarias es- C
tdo contidas em PA PBe PC, respectiva-
mente. Entdo:

Vease b B
v —ac = Vpspe=V-a-b-c

Vpapc € maximo = a-b-c é maximo = a?b’c?sen o sen B sen ¢ é maximo =
= (ab sen ¢)(bc sen a)(ac sen B) é maximo

absen ¢ > 0, bc sen a > O,acsen 3 > 0
absen ¢ + bcsen « + ac sen B = cte.
(ab sen ¢)(bc sen a)(ac sen B) é maximo

= absen¢=bcsena=acsenﬂ=2d2 =
(a=d / 2 sen o b=4d | 2senp
sen 8 sen ¢ sen « sen ¢ ’

491. a) Seja o tetraedro PABC C que tem P4 e
BC, PB e AC, PC PC e AB como arestas
opostas e sejam AM, MP e MN oS seg-

mentos que unem os pontos médios de
tais arestas.

Aplicando a relagiio de Stewart aos triin-
gulos ABC, PBC e PAM, temos:

(AB) + (ACY = 2AMY + %Cy o)

- d / 2 sen ¢
sen « sen 8

(PBY + (PCY = 2(PM) + Ezci 2
(AM)? + (PM)? = 2(MN)? + &ZPX—
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492,

493.

= 2(AM)? + 2(PM)? = 4MN)? + (AP)> (3)
Fazendo (1) + (2) ¢ entrando com (3), temos:
(AB)? + (PC)? + (AC)? + (PB)? = (BC)® + (AP)? + 4(MN)?

b) De acordo com o item a, podemos escrever:
(AB)? + (PC)? + (AC)?* + (PB)? = (BC)® + (AP)? + 4(MN)? (1)
(AC)? + (PB)? + (BC)? + (AP)* = (AB)?> + (PC)* + 4(RS)® (2)
(BC)? + (AP)?2 + (AB)? + (PC)*"= (AC)? + (PB)? + 4TU)’> (3)

) + )+ (3) = (AB)? + (BC® + (ACY + (AP)® + (BP)? + (CP)? =
= 4[(MN)? + (RS)? + (TU)}

Seja um tetraedro ABCD, no qual as faces A
ABC, ACD e ADB sio equivalentes.
O plano bissetor do diedro de origem AB
intercepta CD em N. Dali, aplicando a pro-
priedade vista no exercicio 480, temos:
CN = DN CN = DN =
Sasc Sasp
= BN é mediana do ABCD. C
Procedendo de modo analogo, concluimos 0s que, se G € baricentro do ABCD,
entdio os planos bissetores de origem AB, ACeADse interceptam segundo AG.
Como toda reta do plano bissetor de um diedro se inclina igualmente sobre as
faces, temos que AG se inclina igualmente sobre ABC, ACD ¢ ADB.
Reciprocamente, sendo G o baricentro do ABCD, suponhamos AG igualmente
inclinada sobre ABC, ACD e ADB. Assim, AG ¢ intersecdo dos planos bisseto-
res dos diedros de origem AB, AC e AD; os planos que passam por essas ares-
tas e pelo ponto G dividem a aresta oposta em segmentos congruentes. Portan-
to, pelo visto no exercicio 480, as faces ABC, ACD e ADB sio equivalentes.

B D
N

=

a) Seja MH, L AN.
a - MH,
SAMN 3 ,emque MH, < a
Smn € maxima se MH,; = AN, ou seja,
MH,; L AN.

Logo, o triedro deve ser tri-retangular.

b) Seja MH, perpendicular a face ANP.

Samn - MH, 1
Vamne = -3  ° Vamne = A MEH, - MH,

Temos: MH, € a, MH, < a
item

a
Viunp ¢ maximo se MH;, = a ¢ MH, = a = o triedro deve ser tri-
retangular.
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Capitulo X — Cilindro

516. Sejam:
r, h, V. raio, altura e volume do pluvidémetro;
R, H, V: raio, altura e volume do recipiente.

7
50,7) A5 o
pluvidmetro

recipiente

Temos:
27R = 20r¢m = R = 10 cm.
V=aRMH = V=7-10>-18 = V = 18007 cm?

V,=V = 7-r*-h=180r = 152-h=1800 = h=28cm

552. A, = 27r(r + g)
Seja R o raio do novo cilindro. Devemos ter:

2
2aRg = 271(r + g = R=r+ig—.

2
’
Logo, o aumento deve ser de Ik

556. h = 8 cm
B=20r = 72 =20r = 1 =2V5cm ‘L‘
B B 1
At=_j‘+7+_§‘A[+Ascccﬁo=’
7r? ar? 1
= A = >t +7-27rrh+2r~h
o A= 20 T 20 5822458 =

2 2
= A, = B2V5 + (5 + 4V5) 4x] cm?

576. Aiso = B = 21(NIP - ) = a1 = NP - & =ar =

R T o IVI6 -7
16 4
< G .
B ré—d 2Nr4—d
] -]
2
r A’ ”
cilindro base secgdo

70

h| | Z===< 18 cm

578.

579.

580.

581.

582.

A, = 2ma? = 2m? + 2ath = 272> = 2 +th = @ (D
V é maximo < r’h é maximo < o quadrado de r’h é maximo <«
< (rth)? = () - (rh)* é maximo.

Em vista de @, r? + rh é constante.

Usando o fato de que: sendo x + y constante, entio x” - y? ¢ maximo se,

e somente se, X - —Z—, temos:
P q - -
’ ’ 2av3
(I'Z) . (I'h)2 é maximo = rT - _1211_ — aT - (I' - a33 , h = a3 )

B + A, = 2wa? = ar? + 2xrh = 27a’? = r? + 2rh = 2a? @
Vémaximo < r’h émaximo < 2r?h émaximo < [2r’h])? é maximo <
< (19 - (2rh)* é maximo

= 12 + 2rh ¢é constante, dai, usando a propriedade citada no exercicio
anterior, vem:

2 2 22 V6
@y ¢ maximo « - = 2P 2 (r —n= 2 )

S = 2712 + 2arh
V=a?-h=kk constante@
A soma r? + rh ¢é minima quando

r? rh
=—2—=oh=2r@

1
av 3V
@em®=>V=7rr2-2r=>(r= ﬂ,hZZ E)

A =28 _ [21rr2+27rrh=27rS - ‘r2+rh=S -
A, = 27A 2arh = 27A rh = A
A

r2=s—A,h=-——)
( VST A
V = mh = V=w(S—A)-——§\/__‘li;; -~ V=rAVS-A
B = VA, A, =
= a2 = \V2mrx - 2axh —x) = [ T x
= 432 —4hx + P =0 =

h:tViP -2 P
=x=—2 ,h?r r

n



584.

585.

586.

587.

72

2RH
R+E -4 = RH=2R+H @ . ZR(_R_H_):S47r=>
A =547 > 27RR + H) = 54z Q) 2

= 7R?H = 542 —~ V = 54z

*RH = 547 - R?H = 54 = H:{'{‘T

®em@ = R*-271R + 54 = 0 = R-32R+6 =0 =
= (R=3H = 6)

B=aR> > B=9r A,=27RH = Ap=2r-3-6 = A, =367
a) A lata de maior superficie gasta mais material para ser montada. Assim, se-

jam S, e S, as superficies das latas 4 e B, respectivamente.

Sa = 27(2R)h + 27(2R)? = 47Rh + $xR? )
Sp = 2wR(2h) + 2xR? = 47Rh + 27R? = Sa> S

gasta mais material a embalagem A.

b) Sejam V, e ¥V, os volumes das embalagens A e B, respectivamente. Assim,

Vo =7-QR)2.h = 47R?h
Vy = 7R?. (2h) = 27R%h | ~ YA = 2Vs

O pre¢o do produto na embalagem A é CR$ 780,00 menor do que o dobro
do pre¢o na embalagem B; portanto, a embalagem A4 ¢ mais econdmica pa-
ra o consumidor. |

. 2
OP ¢ 5 da altura do triangulo equi-

latero de lado 2r. Entdo:

op - 2 .@V3 _ V3 %
3 p) 3
Sendo R = OP + r, vem: Vi
R = 21V3 (2x/§+ 3)
= +r=r|{————}

3 3

Os volumes dos cilindros sdo, a par-
tir do maijor;

TS
™~ —

»

©

2\ 2 2)?
D21l o]l 2 g 21
w(1) ,7r(3) 1,7r(3 3) 1;...
A soma dos volumes é: 1
S:7r+—4~7r+L6.1r+ = \)
9 81 1
4 16
= S =7l + = + —
1r( + 9 + 81 +)

588.

589.

590.

. " 1 L
A série entre parénteses converge para — que é o limite da soma dos ter-
1 — —

9
4 16
mos da P.G. (1, 9 B )
Logo:
S = ”(1—_1—4—) - 5=
9

Resposta: O volume do sdlido é —%T— .

O volume de um cilindro de raio R ¢ altura H é V = wR?H.
Do grafico:

a) Para x = 2, temos V = 8.
#R?2-2 = 187 = R = 3.
b) Para x = 6, temos V = 44x.
73 4+7-12-6-4) =47 = r=2

Resposta: R = 3cmer = 2 cm.

Calculo do raio da base do cilindro:
Tridngulo retingulo OMB:
RR=QR-12+ 32 = R=2
Calculo da area S do segmento cir-
cular de arco ANB: NEY

triangulo OMB: sen BOM = - =

= BOM = 60° = AOB = 120°.
A area S do segmento circular é:

22
T —1-2.2-sen120°=4T7r—\/3—.

S = Setor (AOB) — Striﬁngulo (AOB) = 3 3

O volume do solido da figura é:

V=S-h = V=(4T’r—«/§)-10 = V=—¥(41r—3\/?)cm3
a) Nio. b) 7 m?

a) De acordo com o enunciado, podemos afirmar que o sélido S assim descri-
to apresenta como seccOes paralelas aos planos « e § circulos congruentes
de raios I m. De acordo com o principio de Cavalieri, tal sélido é equivalen-
te a um cilindro, cuja base é um circulo de raio I m e a altura é de I m. O
solido da figura acima satisfaz o enunciado e ndo é um cilindro.
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Capitulo XI — Cone

b) De acordo com o exposto no item a, o volume ¥, em mietros clibicos, desse

solido ¢ dado por
Ve=7-121 = V= .71 o 2
s 629.A[=3—§)6—'1R2:Ae=%—-ﬂ'.R2=¢Ae= W;{
TR / _f-R aR* _ ¢-R _ 2
/Q/ AU P AR
o \ H Seja r o raio da base do cone. Temos:
’ 21rr=t’=>27rr=%1rR=>r=%
R <> R
R
R/3
[
2
B=rr2=B=7roRT
R? R? 4
At~A,+B=At—7r3 ”9 ~ A =5 1R
R? 22
2 - pz o N _ ANz
h R 9 h 3 R
1 1 aR> 22 2V2
V=—. = — .. | ANe = 2L 3
3’ Bh= V=g "R~ V="
A, 7
636.—?:?,11:4\/3—61'11
A, 7 e 7 g 7 7
T F " w5 -5 =50
h2=g2—r2=(4\/6_)2=g2—r2=>g2—r2=96@
2
Oem®@ = (-g—r) -r?=9 = r=10cm
g=%—r=&g=—57-—--10=g=14cm
640A¢=A;g=—‘;— 2r=g=—8§r—
8 , _ SA _.[5A
1rrg-A=>7rr5r—A=>r-—8 =N5
B=1rr2=B=—§—A
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643. Sejam & — a, h e h + a o raio da base, a altura e a geratriz do cone. Temos:

645.

646.

76

_8 L o8 5A
8= 73 £~ TV gr

SA 64 SA [39A
2 2 — 52 2 — e — =
B +r=g= W+g-=ogr- g =0 407

vo B-h oy _ 1 SA [39A v SA YIA-V5
3 378 407 8 Jior -5
LyoSA VIBSA A 195A
T’ 5. 2x 48V 2n

h+a=h+h-2a=h=4Q

— a).

V= ld4r = L33')——1‘—=1441r=> (h—ap-h=4320Q
h\? 3

Oem®@ = (h-T)-h=43z = h =412

Substituindo em (D): 412 = 42 = a = V12
r=h-a=r=RA12-¥Y12 » r=3V12
g=h+a = g=4i/ﬁ+i/ﬁ= g=5ifﬁ

2=+ = g=1V2
V = 576n = L‘(—1—1rr2-r)=5767r‘ =

2 3
= r=122cm
A, = 2r2-r + 1r;g -
. A= 2V w-lzi/i-zlzi/i-«/'z'
= A, = T4 + ™/2) cm?
Wi
sen 60° = 12{ = —\/2£=-7-2\<1:—3— =

= R =7c¢m

h2___g2_r2 = h2 =252 -7 =

= h =24cm

B=sR? = B=7-7 = B = 497 cm?

A, =7Rg = A =71-7-25 = A, = 1757 cm?
A=A +B = A = 1757 + 4997 = A, = 2247 cm?
V=—;-Bh = V=%-497r-24 = V = 3927 cm?

650.

652.

654.

655.

Considerando as medidas indicadas

na figura, temos: hy
27r(3r — h)) + arvhi + 12 = 5ar? = 7
= vh}{ +r2=2h -1 =
= 3h} — 4hr =0 = 3r—hy
= (h, = 0 (nfio convém) ou h, = —;Lr) S
2
o wr’h, o afx 4 1 , 4
V = ar*(3r — h)) + 3 = V = ar¥3r 3r T-wr-T-
=>V=%-wr3
A=n = mg+mi=x=1g+1r2=1Q
R+r=g = r=+vg-hQ
Qem@® = Ve8P -1 -g+g-ht=1=
I + h?
=28+ - +h+ 1) =0 = g = =—=
SN
1 + h?)? 1
r=\/g2—h2=>r=\l—(———~h2=r=—
(2 + hiy Y
At=S=7rr2+1rrg=S=>r2+rg=_1§r_®
g=viZ+ 2 0
S s?
2 oY) 7 _ 9 2 _
@em@:r+rh+r = =T 1)
1 1 m-S2-h hS?
V = — ar’h V= — V =
3 s T @ 735 C VT 3G 25
A=A A =S
A=A +B = A —-A =B > S-A=B=S—A=n

S - A
y

= 2=

R A~
™

2
h=\/g2—r2=>h=\/ A
( S—-A ) T
I
T
Substituindo r? + h na expressdo do volume:

I S _ b o A? — (S - Ay
V=—gm-h = V=o@ A)\/———————W(S_A)

ar

=

SN, A
TVYTIS T A



656. A,

659.

660.

666.

78

=8 = aml=qg=S = r2+rg=%®
g=vZ + 2 O

N
@em@ = P+ Wk + P = ———=o h o= Y5 = 278t

\/2._
V‘=_;_7rr2.h = V=_;_7rr2._..s_.._1‘_.i.‘_2_1r_$£. = V=-—.§——-\/s2——27rSr2

Sejam & — a, h, h + a o raio da base, a altura e a geratriz do cone. Temos:
th+a)=t-2a3*+h* = a=—1—

= 37,68 =

+h=3768 = h=4cm = a=1cm
4

—1 = r=3cm
4+1 = g=5cm

ar*h w( — x)z(h + X)
2

,Ir>0,h>0

V,=V, = (r—x)z(h+x)—r2h =

= 2 + %X — 2rhx — 2rx? + hx®2 + x} = & =

= x}+th-20x> + (@ - 2rh)x =0 =

= x[x>+ th —20x + > — 2rh)] = 0 = x = 0 (solucdo trivial)

ou xX+Gh-2x+ @ —-2rh)=0 =

( dr — h + vh? + 4rh 2r — h — vh? + 4rh

= |x = 3 ou x = 5

2r — h + vh? + 4rh
2

VhZ + 4th>h = Vi ¥ 4th—-h>0 » 2r + Vi  + r —h > 0
. 2r — h — vh? + 4rh , , .

A solugio 3 s6 serad possivel se tivermos:

2r—h-ViZ+4h>0 & 2r—h>ViF+4h >0 &

< 42 —4h +h2>h2+4h & r>2h

r — h + vh? + 4rh ou (2r—h—Vh2+4rh
2 2

Note que a solucdo ¢ sempre possivel, pois:

Resposta: 2

a) A base do tetraedro regular é inscrita na base base
do cone de raio R. Sendo L a aresta do tetrae-
dro ¢ H sua altura, temos:

667. r = gcos

com r > Zh).

L = RV3 R=£§*/E

=13 -n,,

Viose = o 7R H = Ve =
b)R=—I—‘-§—3—, H = L‘f

LV3 L\/—

A=27RH = A= 2———

h=gsena

2
V=th=r2h=—3—y—
3 T

@em@= r?- tga————

73V
h=rtga = h= ﬂ_tga-tga =

LV3
3

A = érea lateral do cone

22

A =

]=%=tga=h=rtga®

7rtgoz

j3Vtgo¢

> LV6
) . T = Vcone|=

i

27

L2

&)

L3

9



Capitulo XII — Esfera

698. ASélidO = AESf. = 27|'rg = 47|'r2 =
= 2r-6-g=4r-62 = g = 12cm g
h2=g2_r2 = h2 =122 — 6 =

=>‘h=6\/§cm v

iwrzh 2

= .62,
Vsélido _ 3 - Vsélido _ 3 ™6 6\/_3_ = Vsélido _ \/-3_
Vesf. i 7rr3 Vesf. _4_ - 63 Vesf. 2
3 3
2wR
. 7
706. | m = 4 = R = 2-10 m
107 T

T AY L1014 L 108
A=47rR2=>A=47r(21rlO) S A= 16100 160107 e

717. Sejam a e r a aresta do cubo e o raio da esfera.
Temos:

Voo = Vesr. = @ = % ar? > a= r\;—;‘— T

3 4 2
Acubo - 6a? - Acubo _ 6: (I‘ T " ) - vcubo =3 j 2
Ay, 4712 Ay, 4712 At 97

719. Relacdes métricas = 2k - 5k = 10> =
= k =+v10

R =7k = R = 7\{2%
4 4 710\
V——TTR =V——3—7l'(2)=

1715V10 7,
———— CIl

V = 3

80

3 10

724.2r=?h:h=—§—r
A, = 47R? = 2arh + 4mr? = 47R? = T
= th + 212 = 2R Q)
®6m@=r-L0—r+2r2=R2= h
3 A
2 3 P 36
"w v w = O
4
2 4 3
Vea, TRE g Veaa, 141 Vaa, 14 3.6
= =) = = = —— =
Vesf. 4 3 Vesf. 4R3 Vesf, 4 32
—3— 1I'R
Veald, - 21V6
Vesf. 64

742. a) O tridngulo ALO ¢é retngulo em L. Assim, aplicando o teorema de Pitago-
ras, temos:

RE+d=@R+h? = RE+d =R+ 2Rh + h* = d? = h2R + h)
Usando a aproximagéo indicada no problema, obtemos
d? = h(2R) ou ainda d = V2Rh .

b) Substituindo na férmula
R =6300km ¢ h =35m = 35107 km,
encontramos: d = 2 -6 300 - 35 - 10-3
d=+v63-7-10°-1073
d = V441 = 21 km
Resposta: 21 km.

744. a) P é um ponto do didmetro de uma-
esfera, distinto do centro.
o é um plano que passa por Pe é
perpendicular ao didmetro.

Sendo T um ponto da superficie
esférica e de «, entio TP ¢ cons- “ T-T
tante, pois 0!
i
TP = v(OT)*> — (OP)* e OP ¢ !

OT sdo constantes.

Logo, se T € o e PT é constante, entdo T pertence a uma circunferéncia con-
tida em « e de centro P. (1)
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Se T; € a e PT; > PT, temos que OT, > OT ¢ T, ndo pertence a esfera.
Se T, € a e PT, < PT, temos que OT, < OT e T, pertence a esfera. (2)
De (1) e (2) vem que a intersego da esfera.pelo plano é um circulo.

Capitulo XIII — Sélidos semelhantes — Troncos

771. A, = 27T9V3 = 6-Ag,. + B + b =279V3 =

b) Area do circulo maximo = r? - 6-(9 ; 3)-m’ + %-92—4\/—3 + —;— 324\/—5 =2719/3 =
A 1 50 = b 2
Area do circulo secgdo = 5 T > m' = 4&/3cm
. r? r
Entdo: #(PT)? = « - = (TP = -5 - 3V3
A distdncia OP pedida é: 2 T
2
(OP? = (OP)? — (PT)> = (OP) = r* — rT = OP = “25 .
43 h
i L
33  3y3
2

R+ (3V3)2=@V/3P = h=+21cm

V=%B+x/]—3—5+b =

V21 [ 24343 2433 27V3 273
= V== 7 TNt T

3[5INT
) cm

V =

777. B = 543 = —;—szﬁ = 543 =

= L =6m
b=6J3 = %(’2\/3=6\/—=
= {=2m
P+ 4 =5 = h=3m
vz%[B+\/l-35+b]=> 2 __
- V=—§~[54\/§+ 5473 - 643 + 633 ] = ]
= V = 78/3m? h
4 2

778. Note que OA = 30 cm e seja
AB = AC = BC = L.
LV3

~2—3=45 = L = 30v3 cm.




780.

781.

84

AVOM: VO? + OM? = VM? =
= H2+ 15 =39 = H = 36cm
Seja DE = DF = EF = {. Por seme-

L2 6 24
L H 30\/3—36
= {=20v3 cm
a 2 a
K—T:—S—T=>a—100m
m')¥=52+122 = m’ = 13cm
2
B - L4x/§ .
2
B=ﬂ\/—§1)—ﬁ:3=675\/§cm2
2 2 [
b=€;/§ :b:L@ﬁab:soox/?cw 10 &
BH bh 675V3 - 36 30073 - 24
Vtronco =7 ~ — = Vtronco = -
3 3 3 3
= Viyonco = 5 70083 cm?
At=B+b+3-(sz)~m' -
:At=675x/§+3oox/'3'+3-(—39[3—;—2°[3—.13:At=1950«/§cm2

Sejam H, a altura da pirdmide que se obtém com o corte, H, a altura da pira-

mide original e V o volume do tronco assim obtido. Temos:

BH,

V=%[B+\/BB’+B’] - —

B'H
-yt = B+ VBB + B =

= BH, - B’(H, — h) = h[B + VBB’ + B’] =
= (B-B')H, + B'h = h[B + VBB’ + B’] =

h[B + VBB’
- Hy = SR o -
L . hBE B

" (B~B)B - VBB)
/B

= H2 = —

VB - VB’
De acordo com as medidas indicadas:

"2 ., (b—ay

h[B + vBB’ ]|B — VBB’ ]

B - BB -+VBB')
H=-—_ ™M
* = VBB - VB)

i

782.

784.

785.

A, =2+ b2 =
= 4(a-;b)-m’=a2+b2 =

_ 2
= 2(a + b)wi}ﬁ_‘}'—%)—a)__

= (@a+ bah? + (b — ap = a> + b?

a? + b’ )?
2 — _ _ 2
> 42 = [———a b b - a)
a? + b? a? + b?
2 — —
=’4h_(a+b + b a)(a+b
2b? - 222 ab
2 = h =
-~ W EToErD
Seja E o erro cometido. Temos:
B+b

E=|—13‘—(B+\/ﬁ+b)—( 3

Bh Bh bh bh
= E=l5--7*t3 "~
Bh bh x/Bb\
=E4“T‘T‘frh=
=E=%|B——2\/Bb+bl=>E=%(\/§—\/F)2

a+b

=az+ b =

=

—b+a)=

bl -

\/E—Bh‘a
3
E=h|——\/;§§—

a8
2
h| \m’
8 b-a
2 2
B b
—_— e - — | =
6 6

%‘—[B+\/ﬁ)+b}=40=>%[20+\/m+b]=40 =
S b+ 2W5VD-20=0 = Vb =5-+5 = b=30- 105

Sendo f e L os lados da base menor e da base maior do tronco, respectivamen-

te, temos:

ey _ b f)z_ws_
(”L—) =8 " \1t) 20

tg 60° = V3 =

t
L

=

3—-x/§_

2
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5V3 — x
5v3| \™
@,
=
L sv3X ]
5V3
786. sen 60° :T =2 — = = 10 cm
tg 60° = fxﬁ - 5 em
__t’;/? =53~ 5 = g= 30— IV _310\/—3_——cm
Arace = (L + e) M _ﬂ; = Aface = 10 + ——-—-——30 —310\/3 . _121 =
VI R
300 - 5
Ay =6 Ap, = A?_‘é"'—‘—a;—‘o—\—/g— = A, = (600 — 100\/?)sz

787.

86

3
B = > sz/§=3=%~102\/§=3=150«/?
3 3 (30 — 103}
b——2—-l’2\/-3—=b=7-(——3—£)~\/§=b=(200\/§—300)cm2
A=A+ B+b = A =600 - 100v3 + 15073 + 20073 — 300 =
= A = (300 + 250v3)cm? = A, = 50(6 + 5V3 ) cm?
_ L2V3 723 493
B = I B=——4—=B= 3 dm?

2 2
b=£;/§ =>b=54x/§ =b=254*[3_dm2

h
—= B+ VBb +bl =V = h[B+VBb+b] =3V =

‘ 49v3 | [4973 25v3 253
:h{4 + Tty ]=3109=>h=4\/§dm

792.

793.

x 4 - x

Base maior
Sen60°=%=g=i4]_=,h:2\/§m;
4 —x 1 4 — x
o _ 2 _
cos 60° = i = > 2 = x =2m
2 2
L=R\/§=L=4\/§m;B=L4ﬁ =>B=~—————(4\/-§4)\/§ - B=123m?
2 2
‘7=X\/§=’17=2\/§m;b:();/§ =’b=‘(2\/—3_4)\/3 b = 3V/3m?

v=%[B+«/Bb+b1 - v=—23£12J§+J12J§-3«/§+3J§] SV =42m

Calculo da area do octégono regular
em funcio do lado:
Lei dos cossenos:

P?=R>+R*—2-R-R-cosd45° =

R 2tYV2
2
R - R - sen 45°
AOC((’). =8 ——-—_—2——— =
o Ao = VT = AL =250 o A =B e

B=2W2+ 1)L = B=2W2+1)-4 = B =32(v2 + 1)cm?
b=202+ D2 = b=2v2+1-22 = b=28K2+ 1) cm?

VT=%[B+JI§>+b] =

= Vy

i32— B2WZ + 1) + V322 + 1) - 82 + 1) + 8(V2 + 1)] =
4[40(V2 + 1) + 16(VZ + 1] = Vp = 2242 + 1) cm?

= Vp

Seja H a altura da pirdmide total e A a altura da piramide obtida quando o tron-
co ¢ eliminado. Temos:

H 4 H
w2 ool H-um
Vp=—;——-B-H - vp=%-3z(\/5+1)-24 -V, = 256(2 + 1) cm’
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794. B = -4 o B = 6cm
B (h 2 B _ 6 3
?—(I) = T4 T4 begm
2 E
b) Seja OH a altura relativa 4 hipotenusa do tridngulo OAB. 821
Temos (OA) - (OB) = (AB) - (OH) = 34 =5-(0OH) = (OH) = 15—2m.
Teorema das trés perpendiculares = CH L AB
Sppc = 12 = i@l—'z@:n - —S—L—ZC——H—=12 - CH=-254—m
. 2 2 — 2 12 2 2 24 :
AOCH: (OH)* + (OC)? = (CHy* = = + (0C)? = = =
- oC = 12V3 m
5
oc 6V3
V=-2[B+VBb+b] = v:L[6+\/6-i+i] -
3 3 2 2
vV = 21V3 3
5
810. x2 + 202 = 30> = x = 10v5 cm
Vcil.z7r~r2-h=$VC"_=7r-102-20=>
= Vg = 20007 cm?
VTC = —1r3l—1“ [RZ + Rr + r2] =
5 Voo = — ’320 [(10 + 10V5 2 + (10 + 10vV5) - 10 + 107 = 3 829
=VTC=20TW[800+300\/§] 10
V. _ 2000x - 3 - V. _ 3 '
Vic (800 + 300V5) - 207 Vie 8 + 3VS 20| \30
”-1‘:-1
X
w-h 2 2 w-h
820. vV, = 3 (14 + 14 - 8 + 8) = 3 - 372
w-h o, 2 =
VZ=T(8 + 8r + 1)
vV, = 3V,

= 32+8r+60 =372 = 2+ 8 -60=0 =

> r=2V19 — 4 = 2 =423 - 4/19)
A _ 423 - 4Oy _ Aw 23 - 4V
A, 1967 Ay 49

AR+ R -2 =R+1? = h2=2R-2r=%=x/ﬁ

27h

h
b)v=i3—[R2+Rr+r2]=V= [R2 + Rr + r}] =

=v=—"6£[2R2+2Rr+2r2]=V=WTh[2R2+Rr+Rr+2r2]=
=.v=7’Th[R(2R+r)+r(2r+R)]=
=>V=-"6l[R(R+R+r)+r(r+r+R)]=>
=>V=—7r6h—[R(R+g)+r(r+g)=V=—h-6—7r—[R(R+g)+r(r+g)]=>
=V=%'At
v=a2;”r =>—7r3—h—[R2+Rr+r2]=a2h7r R? + Rr + 12 = 2> ()
B+ ®R-1’=g = R-*=¢g -0 Q
R—r=\/—g2—-F® !
@—@:3Rr=a2—g2+h2=> hl \9
2 _ g2 2
:Rr=—a—-—g§—+£—@ r T;(—r

Somando Rr a ambos os membros de (7), vem:
2 _ 52 2
RR+Rr+r?+Rr=a+Rr = (R+1)?=a?+ 2 g3+h -
2 2 _ o2
- R4r1= 4a +:l;1 g
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2 2 _ 52
R=-;—(\[£3L——g——+ gz—hz) Mas x = k- h.

®®- | ok
2 2 _ o2 oy = . 2 _ R2
. é( 4a +§1 g2 f—gz—hz) ] Assim: x TR Vgt - R? =
_ 4 8E&+R)(E - R) - Ve — B
Condi¢éo para existéncia da solugdo: = X = z + R = x =Vgg - R)

2 2 _ g2 2 2 — 4a?
422 + h g>0}=h>g 4*‘}=\gz—4aZ<h2<g2

g - h*>0 g2 > h? 838.
X g I
22 = =k
h g r
833. Sejam: V o volume da pirimide; A o
Vr o volume do tronco da pirdmide; h b gt
Vp 0 volume da piramide menor;
V o volume procurado.
Vp+ Vp =V = _;;'VT +Vp=V = Vo = %V Al = Ay - (A — Ay = (ak?)? = ark - gk(arg — wrkgk) =
R Ve ] Ve 1 (d )3 1 3 = k! = Pl - k) = Ol = g - k) -
e S e 2) —— T — 2D e I —— D —_— e d = h 2
Vi ° 8 g8 78 2 ) 9 3 e K@) =g o k= g
9 g+
Mas x = k- h.
834. Sejam B e b as areas das bases do > 5 >
tronco de cone. Temos: Assim:x =\ —8 Vg -2 = x=gyE T,
b g+ r? g + r?
b= & r2=—
T
B _ g : 839. X -2  y_- X
b b g r r
t2 + X2 = qrg — *Xy = X’ = 1g — Xy
2 2
. B _ g? - b= Bt’r = x2=r1g — Xrg = XZ:rr+gg
>, b T2
e+ — woP PR O SN S
r2 r 4+ g r2 r + g
836 Substituindo x% e y? em d? = y? — x?, vem:
X _Y T _y &> -gg-1 = d=vg:-1g.
h g R~
X y 840.
h N h=ve oK X _B 0
- E h g r
i A, h=+g -1
R
A, =A, = 7Rg = mry + ar? = Rg=kg-k-R + kKR? =
= k2 k2 = g = k = g ’ ’
> Rg = K’R(g + R) = g + R g+ R : Ay + Ay = Ay — Ay + AL+ Ay, = 28, = Ay + A, =
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841.

842.

922

= 2K%mrg = wrg + w2 = 2k%g=g+71 = k=ﬂg2;r
Mas x = k- h.

N g--kr.\/z_2 =[(g+r)2(g—r)
Assim: x —\/ %8 g r’ = x = =
g—T
= X = +r
@© + N 78

1 & &
ay v , 3™d Va d
! T‘lr-SZ-l ! r :
“Vl 'V2 = Vtronco = ———=-p
\/%-r-52-1~%-1r-r2-d=L(1—3_—-g)—[52+5r+r2]= 5

5 2.V =1 -d[?+5-5d+ 5] = &+ VP =1

Fazendo a = &, temos:

* t /5
a+\/-é_=1:a=.§_‘_£=d=__3__£
2 2
Note que d = \7 ”3*+2_\/§ nio convém como resposta, pois, neste caso, d > 1.
33—~ +S§

Resposta: d = —Zf—cm.
A, = 320rm? = 7Rg + 7R? = 3207 =

320 - R?
~e-—x - O
g2 =R+ 12 Q0

_ R2\2

Oem@ = (%— =R+ 122 =
P lhna'—L—i =
or semelhanca: & = 5

1 80 _ 20
R B =5 m \

7h 7-9[(80) , 80 20 20
Vo Bme s reea - vi= T2[0] 22 (2] -

846.

851.

- Vg = 3 6;)07r m?

g2 =R+ 122 = g2=($)2+144 - g=—l,17—6

Célculo da area lateral do tronco:
Ag=7r(R+r)g=>A,=1r(87—0+—2?0~)-$ A, = 1143007r 2

O é baricentro do ABCD: BO = 6 dm.
Pitagoras no AAOB: AO = 8§ dm.

—L\/?=BE=> ——L\/?=9=.»
2 2
= L =6V3dm
£ _A0° ¢ 4
L  AO 6/3 8
= 3/3.dm
L23 6vV3 )23
= = B:—_—_—_—_
4 4
= B = 27V3 dm?
2 2

V="20B+VBo+b » V= %[27x/?+ V27V3 - 27;5 + —27;5] -
= V = 63V3 dm?

Suponhamos, sem perda de generali-
dade, uma pirdmide quadrangular re-
gular, como mostra a figura. Por se-
melhanga, temos:

(1)3_L - ("‘)3_ 1
h)] VvV h) " m
='x1=h—lﬂ—

Ly _ Vi Y2
- -2 -

4

Kyl

]

=
i

93



855.

856.

857.

858.

9%

Seja d,; e d, as distancias procuradas. Temos:
H, 27+ 98
V27 + 98 + 91

H 7

H, 327 + 98
i—i=>H—6cm
0 "5 1=

d=12-H, » d=12-10 = d, =2cm
d=12-H = d=12-6 = d, =6cm

Por trigonometria obtemos as medidas in-
dicadas na figura.
Por semelhanga, temos:

d = .—,— = r’ = L
w3 r V3
d
=2-c—-1') = y=2(r——
y ( ) NG
Afeone = T-T-2r + 712 = Aggpe = 3nr?
7
ATtronco = _g_ATcone
wr + 1)y + ar? + ar’? :%'37”2 =

= (r+—%)-2(r—%) r2+dT2

+

2
mz—h2+(—i—h) = m=%h
A, =240 m? > 4 3 = 240 =
= 3h %h=240 = h=8m

1,12

—h
b 4 1
B ’__) b= B =

— 1 3 : 1 9 2 2
Seja d a distancia procurada e # a altura do cone.
Temos:

h2+R2=g2=,h2=g2-R2

21

8

W2
T

861.

862.

863.

Aseccao =A = ar’ = 7Rg = 1* = Rg

2 2 2 VRe(z2 — R?)
d _ A d _Re _ d = Rg(g? — RY)
g2 — R2 R2? g2 — R2 R2 R
Vi B B
v Ve O
AZNE S e
V R PR v
V; =V, a
V-V, v O R
©: @ em O ~——
3 3
Xy_ry
R3 RO _a _ ¥X-r _a _ < = 3l aR® + br?
2 =% T Rp_g b I R
v Xy R - x
R3
H, \2 b HVb
() -5 -m-FO
H2)2 S HVS
=2 o Hy = —— H
(H P = O Hy A‘
o e 00w ] J5D
BH - SH, q —
SHVS _ bHVb E
_ VB VB _p _ -
pH - SHYS q
VB
- VS — Vb? p S:\3/(pB\/§+qb\/F)2
VBT - V§* 4 pta
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865.

866.

Dados: areas das bases: a e b.
Pedido:
Vv, -V,
v ——
3 y V3 - V2

Vi _tawp | VoV expow
Vi h? Va (h + xy’
&_z (h + 2x)} Vy; -V, _ h + 2% — (h + xP =
Va (b + xp Vv, (h + %)

3 _ b3
s y= (h + x) h

(h + 2x)® — (h + x)?
Fatorando as diferencas de cubos, vem:

_ x[(h + x)* + (b + x)h + h? _
h x[(h + 2x)2 + (h + 2x)(h + x) + (h + %)Y " 3K + 9hx + 7R
Usando a semelhanga, temos:

b_(h+2x)2 h+2x _ Vb _ 2x _ vb-+a _
a h h  ~ Va h Ja
L x_b-Va
h 2Va
Preparando a expressao (1) e substituindo —;lc—, temos:
2 _ _ 2
343. %, X 5,300 -Va  ob-Va
y = h W 2a 4a _
X x2 0\/5—\/5 b — va)?
3+9F+7? 349 ey + T
_ 12a+6va(b—va)+ (Wb-vap _
i2a + 18Va (Vb — Va) + 7Wb — Va)?
_ _12a+6Vab —6a + b — 2Jab + a _Ta+4Vab+b
12a + 18Vab — 18a + 7b — 14Vab + 7a a + 4vab + 7b

De acordo com as medidas indicadas nas figuras, temos:

b 12v2

hy  24v2 | = (h; = 12¢cm, h, = 24 cm)

hl+h2=36

S hy + 362 S _[12+36Y ,
SABCD‘( 36 )” 122.‘( 36 )"5‘256““

3h? + 3hx + x? @

867.

868.

Al12V3C

Sejam Vyagcp = Vi Vimneg = V23 Vkeron = V. Temos:

L 122,36 = v, = 1728 com?
V, == -256-48 = V, = 4096 cm®

3
1
3
%.242.72 = V = 13 824 cm?

Vi, =V, =V, = Vy =409 — 1728 = V = 2368 cm?
Vi, =V =V, = Vp, = 1384 - 409 = Vp, = 9728 cm’

Vp 3 5
Vv, o5 S V=gV
V=VP+VT=’V=VP+%VP=’
L Y _ 3

vV ~ 8
M _3
vV 8 ¥ 3 3
w_q’aﬁ—f=xﬁﬁm
vV 12

X4+4y=12 = y=12-x=y=12-633 = y=62-33)cm

v, ry r
_\72_. = (7) = Vl = x3 V2
Analogamente:

Yy, =X
V3— x3 Vz,V4—'y—3‘vS
V,-Vi=V,=V, =
= 2V, =V, +V, =

3

3
- 2v2=%-v2+7’('-3--v2 > wW-yp=r @
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3 3 b4 - . ~ - - ~ 2 4o
Vi o Vi=Veo Vi s 2V = Va4V, = 2V, = Ry s Ls v, = Capitulo XIV - Inscricdo e circunscricdo de sélidos
y

y
= 2y — x} = R3 902.
Y @ Fig. 1 Fig.2 2

213 + R3 rP + 2R? =¢
0:® - -5, ) :
wx? _ er3 + R?

2

Ty r’ + 2R?

876. Seja o tronco de prisma indicado na
figura.
Temos:
AA’ + BB’ + CC’
3
Devemos demonstrar que
AA’ + B;} + CC - GG’
em que G ¢ G’ sdo os baricentros
das duas bases. Tragamos as media-
nas AD, A’'D’; depois DD’; GG’ ¢
adiagonal A’ D do trapézio. A4’ D' D;

V= SA|B1C1 *

u

1 { { R
. . T 33

eja £ a medida da aresta do octaedro.
Devido ao paralelismo e A semelhanca entre 6s tridngulos formados nas faces
do octaedro, temos as medidas indicadas nas figuras 1, 2 e 3 acima.

Nos tridngulos hachurados das figuras 2 e 3:

sendo E a intersegiio de A’D e GG’, 2,\¢ NE)
temos, observando que GG’ é parale- ey & _°0 B o= V3 S = (f * T) 6
la as bases desse trapézio: It3g =9 © M =" 7 Srers T 2
EG DG 1 AA’ 2
= 2 = 5023
AR’ " DA ~3 ~ BO=3 = Spors = 35—
E_G’=A/G, -2 _ pg’ = 2DD ¢ £~N3
DD A’'D 3 3 — +
. BB’ + CC’ PP G G £ TP R A
Trapézio BCC’'B’: DD’ = ————— = 2DD’ = BB’ + CC’ 279 9 2 3 RSTU 2
, , 2023
Assim: EG’ = _B_B__%__C__(L_ ) = Spsru = —4
’ ’ ’ Se R é o raio da esfera circunscrita, temos:
GG’=EG+EG'=AA+BB + CC 5
3 V2 NoAL
5.6:3 2623
Sseccﬁo = SPQRS + SRSTU = Sseccﬁo = 36 + 9 =
= S0 = 13V3 m?

911. Sejam A a aresta do tetraedro circunscrito e a a aresta do tetraedro inscrito na
esfera de raio r. Temos:

r=—A1\£-6—=A=2\/€r
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av6 4 26

r=-— =>a=————\/gr=>a= 7T
A\ 3 \'2 3
_1_=A_=)___1_=__~(2\/€r) =_Y.'_=27
v, a’ v, (2\/—6_ )3 \£
—T
3
914. a: aresta do octaedro A _ 3ah - Atrigma _ 3V3
x: aresta do cubo Agind #av3 h Ao w
’ av2 Y 3
at — D) =16 = a=4/2cm a
av?2 NGV 8 4 925. Note o tridngulo retingulo A'BC
X = 3 = X = — 5 = x= 5 cm (A’ B ¢ diametro).
[ \2 V2 o — 5 1 = S
At=6x2=>At=6-(%) - A= 12 om s sen3® =g = 3= °
= R =5cm
919. A . V=nRh = V=r-(0 12 =
A\ -% % = V = 3007 cm®
0 A la
AT 933. 47R? = 1447 = R = 6cm
— A7 g=—§-—R=>g=%-6=»g=lOcm
B 4 RR+h=g = 6+h=107 = n
De acordo com as figuras acima, temos: h = 8 cm
_ avy3  av3 _ av3
OP = 3 3 = OP = s
AP = 2 PB 2 .62 -
7 . v, = Rh oy T8 v, = 96 em? Ve 1
Ap = &3 L.z 3 3 - - =
3 AO 2. AO 4 4 s esf.
av3 = (0) = av3 = OoP =3 Ve, = TWRs = Ve = TW + 6> = Vg = 288w cm
AO = :
2 , 6 B=-;—.R2\/§=B=—;~-62«/§=>B=54«/§cm2
)
=] \3 .
(2 veBh |y 3-8 Ly T
Stetra. - Asletra. _ 3 3 3
A 'Cubo B ez J3_ A - ?
Seut 6 —7— Seubo 935. Note que PORS é um losango. .' T
1 c | \
| ' i NGy ey Voctaedro = 2 * TSPQRS M 2 ! ﬂ’\\ £
922. r=4n - =L A 33 1 (a-b P 770 NG B
3 3 2 6 = Viocaedo = == ° .C o= ~~_l&a -~
A _ 3ah octaedro 3 2 L_ 7 1 -
forisma \/_ .V _ abce ,//’
Alcilindro = 27l'rh = Agcilindm = 27!' ) a63 h = Alprisma - 7ra‘33 h et 6 = a 2 P
100 10




937. A

K A
1
/
/ C 6 6—-a
/EP' a PE C
1]
AR IR aa}/—z_a
// //O D3 ol DT‘ B
/ —_————
3 3v2
2
av2
6 - a 2
AAPC ~ AAOB = = = a=2m
6 W2
2
V=a = V=2 = V=8m
938. A—————( A
\ h-a

s )"r_ . 2 |2
/2 80 ? _
B&—D "
e oz
av2 2
h a 2 ha
AAPC ~ AAOB = i =7 = ¢ —
2
939. A
¢ B / w2 -
————— D ih 4 P
w2 )
C, ‘_2 7
oG]
B—2v2—{0
2
Aocta. = 32\/3 m? = 334\/§ = 32\/3 = a=4m
BO:a22=>BO=4T\/—2':BO:2\/§m
102

Apma = 12V2m? = 4¢h = 12V2 = ¢h = 3V2 ()

AAPQ ~ AAOB = ¥=2¢5—%= h=4v2 - V2
@Qem (@D = @2 -1NV2)=3V2 = 2 -4 +3=0 =
£=3m h=+v2m
= ou = ou
f=1m h=32m

Sendo V = {2 . h, temos:

V=3.42 = V=92m
ou

V=12-3V2 = V=32m

a b
1 2 2 c
940, Vo = 4 - 2yt S =
b
= Vamne = abe. _2-M '
48 2 N N
Vpoli. = vparal. - 8vAMNP = c ’/ a.
abc 2 e 2 |
Vpoli. = abc — 8- 4_8 = P ///
5
= Vpoli. = —6—abC
942,
2R / \
ai
Base
a=RV2 = R = -2
V2

Vcil = 7I'R2 ‘2R = V(:il = 27I‘R3 = vcil = 27r( 2 )3 = vcil = la'}—

al V2
Vocta. _ 3 = Vocta. _ 2
Va.,  7ad Va, 3«

V2
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9438. V; = w2 - 2r > V, = 2ar’
a=rn/3
a’\2

tetra. T

3 )P V2
= vtetra. = (+ =
* V6
4

V,

=

= Vletra. =

945. V.. = %w -R2.RV3 =

w3
vcone = 3 R3

Vcil. = 7”2 r = Vcil. = 7(1‘3 @
R R-r
AABO ~ ADBC = = =
RV3 r
3 -3

= r=-—5—RQ
@em® = vy = ”f(i;ﬁ)s = Vu =

2
Vcone 1l'\/§ . R3 4

VCO“C _

7 - 15V3)

7 )

Va. 3 2T - 153) «

946. Ay, area lateral do cone parcial

A, 4rea lateral do cilindro
Ay = Ay, =
= 2ath = arv(H — h)2 + 2 =
> 2h=vH-hWF+ 1% =
= 42 =(H-h?+ 12 D

R H
AABO ~ AACO’ = -

“H<-h
_ R(H - h)
"_H—@

=T

@em(@D = 402 = (H - hp + [ﬂH‘-ﬁ]Z - h

104

Vcil.

2(3V3 + 5)
9

_ _HVH’ + R?
2H + VH?* + R?

®

947.

948.

949.

R(H— HVH? + R?
_ 2H + VH? + RZ
®Oem@® = r = T

Atne

menor
= ayvh — x> + y2 = 27yx =
> Jh - x2 + y2=2x (D

= Alkil. =

AAOB ~ AAO'C = g

h___ h-x
g ~vh-xP+y
RCE - L )

=

AAOC ~ AAO'B =
R G

T G- VWIR-D
=~ G-V TR - =2

= Alcoroa =

=

G - V2 + R —n¥)=7R2 - 1) =
> 1G-VRP+R-1)=R -1 =

® (Gr 2 | R
= {7)-R-r - =gz O

2 2
AAOC ~ ABDC =» NG -R* R
‘ h R ~r
® JGI-R2 R
—_— - =

R
R“R‘/G+R
= h=vG - RHG + R - VyR)

AAO'B ~ AAOC =

r
= — =

R = I =

R
2

\Y [RZ+R-r + 1}

tronco —

m|§. Nl'—

it

h—x
c|

0]
y
b

2RH

) e ———very
2H + VH? + R?
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. 2 2 2 2 _ 2 2 2 2 _ 2
Vtronco=_7r3—R R2+R'—12{—+(%)] = ®C@= (X=\/d +23';\/d 2a;y=\/d 4 2a 2\/d 2a’
= V S Condiciio: 42 — 2222 0 = d > av2

tronco 12
V = Viin. = 2Vionco , ‘ 970. Iia figl;ra: ,
V=xR2-2R — 2. R y_ g X=53_4=.X=33 R
12 6 B=5xV3= B=_ 33> ik
Y
A, 7 273 4 : |}\5 i 8
951. A =T = = B = 5 m2 J_Lﬂ
- 27R(R + H) _ 7 - Apee =38 = Ap,. =24 m? ; tﬂ\\_\x
7R(R + G) 4 A =6 Ape +2B = A =6-24+2-27 = x
L R+H 7T ” = A, = 916 + 3V3)m?
R+ G 8 P
- Gsena + Geosa 7 - K 971. Consideremos a projecdo da esfera com
Gsena + G -8 . suas esferas inscritas no plano que contém N
> sena + 8cosa =7 = uma das faces do cubo, conforme a figura ;3
= sena + 8WI —sen’a) =7 = indica. TZ‘E"“
= 65sen’x — l4sena — 15 = 0 - =2 _ 3 AB a2 (A
« =0 = [fna =3 ousna =+ MN = 2r + AB = MN = 2r + 2rV2 = M
. 3 > 2R=2r(1 +V2) = r=RW2 -1
. & = arcsen
972. Sejam C,; e C, o centro de duas esferas, |
965. V; = wr’h - - conforme indicado na figura. C1;
— 1
Vo = %sz ~ 5 C,C,=8cm = —;-/§=8 > a=82cm p qu'c
Antes: 7r?h - ‘ C é o centro do cubo; P pertence 4 esfera // C,
o, 4 _, H — deraio C; .. CP = 4. C,
Depois: ar’h + —-aR - “ CP ¢ a distancia procurada. Dai: a 8
) N CP=%+4=CP=—8_‘2/2+4=> 2
2, Yy — 2 L 3 [ Q _a_ C2
ar2(h + h’) = ar*h + 31rR = h " = CP = 42 + 1) cm. 2
973. c c
X 2 2 Ica;‘C7_ N\
967. 275y =wa® = x-y=a Cs A—|Cd c, 2« 2r
2
xy = a? 2xy = 2a’ /'E_ z _
X2+ yr = d? X+ y2 = d? = (i/ //Cz . Ca 2
- 2
= x+y=+vd+ 2?2 Q 3 - :" 5_:_5
' : a— 2riv2
_ = _292 da - dive
{ 2xy 2a=,x_y=/_——d2—2a2@ 2

X2+ y=d? Sejam: C, C,, C, ... Cg 0s centros das esferas.
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974.

975.

982.

108

ACHC,:
2 2 _ 2
aT—ar+r2+2(a 4:r+4r)

= 4r2 =

+
= 322 — 12ra —4r2 =0 = a=i$—/—3-r
6 — 43

Note que a = 3

r<r,eentdo:a = %(2\/—3_ + 3)r.

~

|
NE

[}

~

|

Z4R? . ¥
6(a/)2 = AC,=6. %R)Z = AC,=_§__~48 X

&

AABC ~ AADO =
AB _ AC _ BC _
AD AO DO
16 20 12
AD 16 -R ~
= 20R = 192 — 12R

= 32R =192 > R =
= R=6cm = 2R = 12cm

=

v w|

984,

986.

A, . =50rcm? = 7R-2R = 50r = R = Scm
AABC = AB? =100 - 25 = AB = 5vV3 cm

AAB'C~AADO=_5‘/3;0‘T=%=r=5\3/§cm
2
Ay =41t = Ay = 41r( 5;/_3-) = Ay = 10;)'” em?
A
| \VHH=27
D
o)
r
B Rr C
a) AABC = G2 =H2+R? = H =G> - R?
r H-r r NG -R-r
AAOD ~ AACB = & =—G5— = g =— G5 —— =
L .. RGE-F
T=7G+R
b)AABC = G2 =R’+ H? = R = V& - H2
AAOD ~ AACB r H-r _  _ _HVG - H
—~ = = =
VG - H? G G+ VG - B2
¢) AABC = G2=H2+R*> = G = +vH? + R?
AAOD ~AACB - L - H-r _,____RH
R JVEE+R VvH? + R + R
d)AABC ~AADO = O - H-r - _HH-1»
) H HH - 2r) HH - 2r)
R _ r - - Hr
H HH - 2r) HH - 2r)
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991. AABO: y2 + x* = 2512 (D

987. Pelo exercicio anterior, temos: .
Relagdes métricas no AABC (produto

—_fh . g-_hb-D dos catetos = hipotenusa X altura) A
TRk -20°  VhG - 20 - e
1(2 D e - 5T VARE— 237 = 2R -x =
V=—3—Rh=V=T‘n’m'h= =x=5r-v4R2—25r2@ R \d A
- V= xr?h? H 2R obx
~ 3t -2 @ em QD) 2 _,B_L'L
th h(h — 1) athth — 1) 251%(4R? — 2512) \/\ o
A, = 7RG = A, = . . = A, = —— 7 2 — 2 c v/'L
t T G = 20 Vhah - 20 T Th-2r y= 2 4R - e
2512
989. AABC: (V55)* = (V30)? + R? = = Y= S5
= R=5cm C_R B .
AAOD ~ AACB " R H
—_— = - Rd = rH
o5 L o0 X1/ 3o 992. | T ~ 4 -
ERRNET] 2 V55 ‘V | H-12=d+1 H? - 2Hr = &
— = HE-—2Hr - d>=0 =
> H=r+ vd? + 12
Rd=rH = R="TH _
9090, et _ 4 _ _ 4w 4 d
"An. 9 RR + G) 9 o Ro I+ NP+ )
d

2 [P 2y
AAOD = senf = —~ = [P+ d+r)].[1+,/d2+r2]
H-r y = RH { 42 |
= b= =
= HSC_119 @ 3 3
1+sen¢9R V- ar¥r + V& + 2 )
AABC = tgf=— = 342

H

= R=Htgd @ 993. Relagdes métricas no AABM:

36-36v3 =72-1 = r = 18/3cm

H H
AABC=7C080=—G~=’G=W@ A=27rr2+7rr2ﬂA=37rr2=>
@.®e@em@® = A =37(18V3) => A = 2916r
9(Hsen8? ., __H 29 — 3
a4 Sen0)2-—H tg“0 + Htgo o5 = 9senf-cos’f = (1l + senf)’ = 994.r = H-sena (1)
= 9senf (1 — sen?0) = (1 + send)’ = 9senf (1 — senf) = (1 + sen ) = R=H-tga (2 u
i’sen0=-;_=.~0.—_.16’_=20=_3“_ H=G-cosa = G=—-— ()
! ———— oy
~ 10sen’d ~ 7senf +1=0 = | ou Son _ 18 _ 7R’ + 7RG _ 18 y B\E
= — —_——— e — O
} sen § = % = 20 = 2arc sen% Sest. 3 2ar? 5 ﬁ_ A\‘
R? + RG 18 R
T 1 = 0 = =< =
Resposta: 3 ou 2 - arcsen 5 : 2r? 5
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0, e H2tg2a + Htga-Hcosa 18
2H? - sen? o 5
= 36sen’a — 36seno + 5 =0 =

= (senoz=i ou sena=L
6 6

. (Za = 2 arc seni ou 2« = 2 arc sen -—1—)

6 6

995. ‘

! /\ 3a

i (3a

|

/S

/ 3a base
3a

5 ) 3a\?
AABC = g = Gap + -] = g=

da—-r _r

AABC ~ AADO =

= I =

3a(W5 — 1)
4

4 4 [3aWs5-1DP
Vest. =T1I'I'3 2 Vg = TW["’a'('—"r_)] = Ve =
998. AABP = PA? =102 - 6> > PA =8cm

ABCP = PC? = 102 - 6> = PC = 8cm

6-8

Sapp = Spcp = 3 = B
S = = 2
= SapP .SBCP 24 cm 6 10
8-8 N
Sacp = 3 = Spcp = 32cm 10/ 194 g
P AR Cc
Célculo da area do AABC: 8
10 + 10 + 82 A 82
= —-——-———-————2 =

= p=(10 + 42)cm

Sasc = Vp(® — a)p - b)p —¢) =

= Supc =* V(10 + 4V2)(10 + 4V2 — 10%(10 + 4V2 ~ 8V2) =
= Sppc = 8V34 cm?

112

_ 9rad(V5 - 2)
2

Voras + Vorac + Vorec + Voasc = Veasc =

1 1
TSACP . R +‘T SBCP . R +

1

1
3 Sasc - R =TSACP'PB‘=’

= —;—-SABP~R+

- X+ u BVH) = 1326 = R=;4Lm+*/3—ilcm
base face lateral
4\
ir
O apdtema da base mede r‘;/?.
O ap6tema da piramide € igual a altu-
ra da face e mede —35’—
Calculo da altura h da pirdmide: ih—x :;_r
o (2 - () ik
“\2 2
6r2 w6
2 _ ot = 3
k 7 = h 7 5
Calculo do raio x da esfera:
Da semelhan¢a vem:
x _h-x _x__h __h3-D
3 3r I V3+1 2 '
2 2
Ou seja: X = _r__\[—.6_(\{4?__—12_.
Célculo dos volumes:
a) Da esfera:
_ 3
Vi, = 4= i?f[r\/g(\/3 DI - ﬁ(-"‘[—’;- 5)ar?
est. 3 3 4 4
b) Da piradmide:
_ 1 1 V3] W6 _ 32
VP“~‘T[6'T"' o R
Entido:
Vor, _ 3V2 4 _9+513
Vest. 4 V6 (3V3 — S)ar? 2r
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1000.

1001.

1008.

114

AABM > m? =36 -1 = m = 35
AAHM = h?=m?—- (V3)2 = h2=35-3 = h = 4/2

AAHM ~ AAQP = L:ﬁ = R=_—_..M
#~2Z-R V3B 8
r = raio da esfera
R = raio da circunferén-
h) cia inscrita na base
44
GXa r’{
R_ &
2
Ritg %
R-tga
2R3
3
Calculando os volumes:
4 4
Vest, = 3 ar’ = Vest, = 3 xR tg} %
1 1 2RV3 243
Vp“ = 3 6-7-————3—-R)-R-tga =—3"R3t o
Entdo
Vst 4 R tg? & 3 23 nigy
= — 7T tg’ — - =
V., 30 22 AR Ba Jiga

AAOD > AO=h-1 = AO =45
AAOD = AD? = AO? — OD? =
> AD? =52 -12 = AD =2
R V541
T _—

AAOD ~ AACB = 3

1009. O lugar geométrico de todos os pon-

tos que eqiiidistam de A, Be C ¢
a reta perpendicular ao plano por
A, B e C, passando pelo circuncen-
tro do AABC.
O lugar geométrico dos pontos eqiii-
distantes de 4 ¢ D é o plano media-
dor do segmento AD. Logo, o cen-
tro da esfera circunscrita ao tetrae-
dro ABCD é a interse¢do desses
dois lugares.

, 2 i\3 , _ &V3
AO _T.T:AO ——-‘3—
2
AAOO’ = AO? = AO’2 + 00’2 = R2=(¥) +2 = R
1014. A

AAOD = R}= () -1 = R =13
A = TRR; +2R) = A V3 (V3 + 2rV3) =

circunsc. cire.

= A"COIIC = 91rr2 @

circ.

tcone

2
AOBM = R§=r2—-(%) = R, = ’f
A = TRYR; + 2R) = Ay, =T nf (3 ' r23) = At =
insc. l insc. insc.
®e® = Atwnc = TA‘cone

1018. Rel. métricas AAOB = R,R, = R? (D
Vionco = 3. Vq{, =
™R R? + RR, + R = 3 -

3
6R? (D

R2=R\/.7

R,
De@®e® = (¢l ”

4

—3-1rR3 =

+
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\/7 + \/5 \/~ - \/3 R) Acoroa = Abase = A

= (Rl = ——R; R, = cone o’
5 /__} 4—x
> 702 —a) = a2V3)2 = 4 [ LN P

Aronco = ”rR%W‘i'( $%++\/7;_(1){21:(13_)2 _:\/5 )2 N (2\/7 )z] - = b —a’ =12 @ /} 0 X
2

2 2

= Ayonco = 127R? B M:_‘\‘ /
1025. Vcone = Vcil. = C a 2\/5
b

= Atronco =

= hcone = 3hcil. @ 16 — 8% + 2

AOAM: r N T De@em@® = 16—-x2-———%= 12 =
r

'r2=X2+y2=> Neone h = x2-2x+1=0 = x=1m

= x:=r - yz @ X
AABC: hg"_ = (21')2 - (2')’)2 =
= hy = Va4 — 4y @)

1029. Cubo e esfera Base do cubo ¢ do cone

@e@em @ = P
0 a
=r+x=3\/4r2—4y2=>x=—;— . e
2 1h a2
1027. Por semelhanca:
1 3 ¢ 8 a2+(ax/5)2=(2r)2=a=2‘/§r@
B ® 23 2V3
b=310Vi=b=3 12V = 22 = Hrr=n2 s = TEr Q
2 _ 23 ¢ 3
b=—-—3‘2/§dmz hc—r—r§=°h§—fz"(w—2‘r = he=—=
2 2 V3
B=i'Rz\/§ﬂB=i'i \/§=> 1rr§~-h 7r._3__r2.l'3 2 3\/5
2 V= —-—=V= =$V'=—7rr
323 ¢ 3 ¢ 3 ¢ 27
B = 3 dm?
5 = 5 N 1030. AADO’ ~ AAEO =
_h _ 503243 | (33 33 3V3) 2 h_2
V—3[B+~/Bb+b]=V—3l 3 + 3 > + 2]= > T =55 = h=38
- V= 485v3 dm? AADO’ = AD? = (AO’)? — (DO') =
18 = AD?=6> - 22 = AD = 42
8 AABC ~ AADO’ =
1028. AAO’D ~ AAMC = R 8
LR S 16—83x+x2 © T =G " R=M2
002\/3‘ s , V= Veone _Vesf.1 - vesf.z =
AOO'P = x2+b* =16 = aR2h 4 4
- b =16-x Q) = V=—73—~-3mRi-5R =
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= V = 1r.13__

- (2\/35 2-8 4 @ = V= 2§7r cm? Capitulo XV — Superficies e sélidos de revolugio

w
wl-h

1037. % r2 =132 = 2

1033. b Jale 2 = 152 — (14 — h)?
) E' ( )
= 29 + 28h — h? = 169 — h? =
= h=5cm
Entdo, r = 12 cm.
V=V +V,
Assim,

B F c ”
w1225+ 9 _ 3
,M V= 3 = V = 6727 cm’.

2 2
2 —
Area da coroa = Area da base do cone = w(b? — a?) = 7r( r 23) = A=Ay + A,
32 Assim, A = 7w-12-(13 + 15) = A = 3367 cm?.
= b2 — a2 = __Z__
APOA = b =12 — (x _ %)2 - b= 3r? — 422 + 4xr ©) 1038. Sejam ABC o tridngulo ¢ e 0 eixo que pasga pelo baricentro de ABC e parale-
loa AC.
3r ~x 1
a 2 , 272 + 12x2 — 36rx X+y=-xa
AEPD ~ AEFC = v 3 = a? = 3€ @
2 2 2x + 2y = %— a
@e@em®: - . L ;
3r2 — 4x? + dar 27r + 12x2 — 36rx 3 Vi+ V= ol - 2x — 5 a2 - 2x + a|—] - 2y
— 2 3
g - 36 i N 313 3
3 h \? 1
= 16x2 —24rx + 92 =0 = X = V1+V2=1r——3— . (2x+2y)—T(2x+2y)
X
_ hy (2 1 2a X
Vi Vam ey (Fa- )
4
Vl + V2 = ﬁ 1rhza \4
Y
1 (2h) 2a 8 .,
Vs T“(T) 3 = Vs = gy e

V=V,+V2+V3 = V:24_7hza7r
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2
1040. rz=4z_(i) oo Y55
2 2
V = Vcilindro - Vcone
Cilindro: altura = 3 ¢m;
raiodabase =1 = izs_écm
Cone: altura = —;— cm;
raio da base = r = g cm
S0 >3 S5,
Entdo: V = )7=>V— > cm’.
cos 60° = éE— = AE = EF = icm
S 4
1052. No AADE: 2 i
sen 60° = DE = DE = V3 5/2
5 4
2
V = Vtronco + VCOI’]B \/__
tronco do cone: h = EF = %cm,r = DE = 543 cm; R = BF =
. 5 5V3
cone: altura = 5 °m; raio = R = 3 cm
Entao:
v = [( \/‘) 5«/‘ 5«/§+(5~/§)Z]+L.(5x/3‘)2__5__
- 2 4 4 3 2 2
_ 51r . L 375 _ 875« 1257
12 16 3 8 64 g
1875« 3
V = 0 cm’.

1061. Os volumes dos solidos gerados pelos tridngulos ABE ¢ DCF sio iguais.

B 27 C

12/ o

mo—=
nF-——-—--

120

cos 60° = % = a=6cm
No AABE:
sen 60° = ILZ— = r=6V/3cm
V = Vcilindro
cilindro: r = 6V3 cn;h = AD —a +a=27cm
Entdo:

V=m6V3)?2-27 = V = 29167 cm’.

A= Akilindm + 2Al’cone

cone: r = 6V3 cm; g = 12 cm
A=21-6V3-27+2-7-6/3-12 = A = 468V3 7 cm?

1062. A, , = 2arh

em torno de e;: A,

2wba - A, = A QP
em torno de e,: A, 4T e

2wab

b e
)

I -
1064. ?—2=p—2q

No tridngulo retingulo ABO, temos:
$2=492+¢ = q=+vScmep=2V5cm
e

S-d=p-q = d=2cm.

S = 2pTZq = § = 20 cm?

Pela férmula de Pappus-Guldin:

V = 2#Sd, vem:

V=27r-20-2 = V = 807 cm’.

De outro modo:
V = Viingro = ar?h = 7(2d)* - 5 = V = 80z cm’.

1065. No tridngulo retdngulo ABO, temos:
R
sen 60° = % = R = 36V3 cm
e
cos 60° = LE = h = 18 cm.
36
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1068.

1070.

V= 2(,vtronco do cone T vcone)

tronco de cone: R = 36v3 cmr = —?— = 18V3 cm; h = 18 cm; g = 36 cm.
cone: T = 183 cm; h = 18 cm; g = 36 cm.

Entdo:

v =21 '318 [36v3 )2 + 36v3 - 18V3 + (18V3 )] — %(18\/—3_)2 S18] =

2 - 6m(3 888 + 1944) .= V = 69 9847 cm?.
A= 2'(Alatlronco + Alatcone) =

= A =2 [736V3 + 18V3)-36 + - 18V3 - 36] =
2:-7+36-72¥3 = A = 51843 7 cm?
De outro modo:

1

S 18V3 = V = 69 9847 cm’?

V = 2%8d = v=2w.i‘/—3§'_3£

A=2r0d » A=2r-(4-36)-18/3 = A = 5184/3 7 cm?

1066. V = Vc:ilindro + Vcone = C 13 D
=V=1r~162-13+%162-11=> ;
_ 128008 16 :
3 y 11 Fe
B 24 A U
V= Vcilindro + 2Vcone =
= V= ah’m - 2h) +2- 3 b2 h = ol .
45° N e
_ 2 *
= 7rh2(m — 2h + ih) - v = Om - dyrh? Y
3 3 m
T
. 100 3 5V3
No A equilatero ADO: 1t = — - —— = r = m.
Ne 2 Jr
A = 2Alalcone + Ala'cilindro
cone: r = 5V3 m; g = ﬂm
) Jr o Jr

122

1071.

1072.

5V3 10

cilindro: r = mh=—m
Jr NES
Entdo:
53 10 53 10
A=2-1|'-_._~+27r. ‘_:A=200\/_3_m2.
NN = NN =
A area do tridngulo é:
: B q - ha . E
b hai c = 3 e h, ="
l [e
a v
Giro em torno de a:
h,-a 28
ST a2 ey 20 g B
Va - 3 ha a 3 3 ha 3 S - -
4xS? 47S?
= Vo= eaV, = ——
2 2
Analogamente, bV, = 47;S e cV, = 47;S .
Assim: aV, = bV, = cV_.
L 2A
Ar=R" -5 = h = <
e
A =B=rR@+R) = g=— _R
' 7R

e g2=h>+R?

B 2 2A ¥ 2 B2 2B 4A?
= (-1I'_R—‘R) _(T) + R ZR2 T R’

| B2 — 4w2A?
= R= 27B

Por outro lado,

2 2 B2 — 412A2
g = (%\_) tR=—5 —quﬁAz * Z:BA B
~ 27B
87A’B B —4rAl | B + 4mA2
B? — 472A? 27B V2zB(B? — 4xAY)

=
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1073.

1074.

1075.

1076.

1077.

124

Notando a semelhanca entre os tridn-

h A
gulos AHM ¢ GDM: d = 3
v=L,rh2a=2._L.,,.ﬂ.h=
3 3 2
—2r-Ls o vos.omd (e
VS = Vcilindro - 2Vcone 5
Vg = ar? - 2r — 2-—;—“1rr2-r = 2713 — Twr3 =
4 e
= T T = Vesfera C
A, = m-ac
Multiplicando membro a membro
por b: b - Ay = wabc.
A, =m-ab
Multiplicando membro a membro B
por c: ¢ - A, = mabc. U
Assim: bA, = cA, ¢ 2 = A
. b c c - Ab .
V, = L h e V, = 1 b
b = 3 w"C [ ¢ = 3 s
Dividindo membro a membro:
Ve =<5 bV, = ¢V
Vc - b b — c*
V, = —!——7rc2b' V., = L ab%c; V, = -l—'n'hza
b 3 ve 3 >oa 3
Partindo do 2° membro e fazendo as substitui¢des, chegamos ao 1° membro.
12 + 12 = 1 + ! =
Vb Vc % 7r2c4b2 % 7r2b4c2

_ 92 +9¢ _ 92 =(3a)2:(3a)2=
a?bic? x2bct wb?c? wa’h?

3 ¥ 1\ 1 o
= = = —— (1° membro)
wah? Va Vg

1078.

1082.

1083.

A
|
: a—Xx
. i (&
Bx P a-x C U
2 1
Para que Vpgag = KR Vapc basta que Vgpp + Vipg = T
2 _ 2
Mas Vgpg + Vipg = Lﬂ_(xx/?) - X + Lwl(a___x)_\/?_] (a-x =
3 2 3 2
= —Z— (@ — 3ax + 3ax?).
. 1 av3 |
Temos ainda V,p- = 5 T(T) -a = % al.
Assim: —Z— (2> — 3a’ + 3ax?) = %—Z{— al =
23
= 3ax> — 3a’%x + a’ = EX
Resolvendo a equagéo do 2° grau em x, temos:
T3 T3
Entdo:x = PB = % ou x = PB = 22
3 3
A=r-h
B #r’h
h| A - r=_B_
TA
r
e>
Giro em torno de y: V = axy? @
Giroemtornodex: V' = mxly = y = v @ e
X2
Substituindo em (T):
V12 V/2 V/2
= = = y
V = 7x rn =V p— = X v
Substituindo em @:

VABC'

<
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1084.

1086.

1088.

126

v’ V2

1l' —
w2V
V=ax+m?-y- amly = e
= 7y(x? + 2mx) =
= 27rx—;y- + 2rmxy =
m | x/2 x/2
X Yy
= 27r(—2— + m)xy = 27dS
X
e

Yol'ume: V = 2xabd (ver exercicio 1084.)
Area: A = Alatim, + Alatm_ + 2Acoroa =

3 a a a\? a \2
= A——27rb(a+ 2)+27rb(d—7)+21r[(d+—2~) _(d_T)] =
= A =2n(bd + bd + ad + ad) =
= A = 4rd@a + b)

x2=10 -8 = x=6cm
V=10 -6 = y=28cm
= r=xXx+y = r1r=14cm
e N
J

Vsc’vlidc = Vcilindro + 2Vcone

Vislido = - 14212 + 2. —;: 7122 > Vo = 7 8:01_ om?
16 + 12

Atgp. = — 14 = A, =196cm? = Ay, = 196cm? =

= fuaa. = 14 cm

Vcilindro =m: 142 - 14 = Vcilindro= 2 744rx Cm3

1089.

o No triangulo retdngulo BMO:
sen MBC = 2 = L o MBc = 30°
2a 2
BM? = (2a) — a2 = BM = a3

e av3

1091.

0 a CbZa-rza'a\/?=ar= >
3 +3) x-al
2

a

A=Ala(|+Alatz=A=7r' 23 (a\/§+a)=>A=

1 av3 \? wa’
V—V1+V2=V=Tw(2)-2aav= >
No tridngulo retangulo PAO:
PA? = 50 - 202 = PA = 10v2] cm.
e Os tridngulos PCA, PAO, POA' e AA"A’
> sdo semelhantes. Assim:
AR A T —
A PC _PA _ PC _ 10V21
PA PO 10V21 50
0 P = PC=4cm e OC =50 — 42 =
< = OC = AA” = 8cm
PA _ OA _ 10v21 _ 20 -
g F B PO  OA’ 50 OA’
—_— 100
= OA’' = —ocm
V21
AC _PA | AC _ 10Vl _ gzt _ GA7 - 4v3Tcem
AO PO 20 50
AAI/ _ AIA” - i _ A/AII - W‘ _ 16 cm
PO OA’ 50 100 V21
V21
V= z(vconepA'o - vcilindrooc,\A~ - VCOneAA'A") =

T s, 100 e _J_.z._L6_)_
2(3502\/2_1184\/538 =

27 - 232 848
= LT 222070 o vV = 7392421 7 cm?
321

De outro modo, usando a férmula de Pappus-Guldin: V = 2#Sd, em que

s = 2AC L 43l - 42 = 168V21 om?

ed=E=6€+$=8+14=22cm.
Vem: V = 27 - 168V21 - 22 = V = 7392421 7 cm®.
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R3

2
1092. hzsz_(%) - h=_R_2‘/i
Vs(‘)lido + 2\:t/r_(lnco =
3
T R 2
- 2 oo R L(R)] -
=2 [R+R T+(2)]_
wa/.’ 7R? _ 13
I e Vstido = iV
Vv -4 3
esfera T 7R
4 3
vesfera _3_ 7I'R Vesfera 16\/-3_
Entédo: = = A
Vaigo. T /3R Visiido 21
12

128

Capitulo XVI — Inscricédo e circunscricdo de sélidos

1103.

1105.

1106.

1107.

d=3m ) amRR-3 _ 3 _
Aa _ 3 27RR + 3) 5

A, 3

= 3BR+9=5R-15 = R=12cm =

= Vegfera = % 7128 = Vesrera = 2 3047 cm?
A
Ac2
rr + h? = 4

rr+ R - h? = R?
= 2+ R2—-2Rh + h2 = R? =

<l

2
5

=

= Rh =8
Z¥Rh -2
ZARCR — h) 5
= ———8—=—2—- = R2 =
2R?2 - 8 5

Asup esf. = 47R? = Asup esf. — 56w cm?

R = 10cm )
No AOAB:
10 - h

(:05600__.’T - /‘\
= h=35cm B
A, =27-10-5 = 10-h| .o

'Cal 0
= A, = 1007 cm? o g10
a: aresta do cubo inscrito na esfera

av3 2RV3
R = = a =
2 3

_ a _ RV3 3 -3
hl—R——Z——R—-——s—-— h, = 5 R
h2=R+1.= hz=ﬂR

2 3
3 -3

_131__27rR'R 3 _3-"3.3+43 A1_2 NE)
A, 3 3 T 3 A, °T

2 -21rR-R—3—-"'3—\/3— 2
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1108. A, — A, = Ay, = 27RQR — h) — 2aRh = 12 =

= 4R? — 2Rh — 2Rh =r? = r? = 4R(R — h) = 4R? - 4Rh

Mas > = R> — (R — h)? = 2Rh — h?
Igualando:
4R? — 4Rh = 2Rh — h? = h, — 6Rh + 4R? = 0 =

h=R@3 + +5) (ndo convém)

=

ou
h =R3 - V5)
Vem:R —h=R-R3-+V5)=R(U -3 ++5).
Assim, R — h = (/5 — 2)R.

1109. A% = Al ) Asup. esf. = [27‘(1(21' - h)]z = (27(1‘1’1) ) (4(7?2) =
= (2r—h?=2th = h?—-6rh+4r2=0 =
h=r@3++5) (nio convém)
ou
h=13-+5)
Vem:r —h=r—-—1r3—-+V5)=r1(1~3++5).
Assim,r — h = (V5 = 2)r.

=1

p-

1110. R = 12 cm
No AOAB:
2-h \ o

sen 30° = ——=— = ol12 60

12 A

= h =6cm
A=21-12-6 = h .
= A = 1447 cm? 30

1111. hy,, = 2m
A = 3AgCOﬂC

= 27r-R-2 =37zrR = r=%m

=
calota

No tridngulo retangulo ABC:
r=2-QR-2) = P=4R-1) =
16 4 _ 13
4(R—1)=—9—=R—1_?=>R—Tm
1113. h = 8 cm 3
rp=3cm
r, = Scm 8-x R
R? = (8 ~ x)* + 32 R
< = X
R? = x* + 52

130

2R-2

1114.

1115.

1116.

1117.

1118.

> B-xP+9=x+25 =

= 64— 16x + 27+ 9 =x+25 =

= 16x =48 = x =3cm =

= RZ=25+9 = R=+34cm
Azona=2’ll"R'h=27r-\/§Z'8= ‘Azona=16\/§7rcrn2

h=5cm;a=45°=—:—;—6~(£—

Azona = Afuso

=

= 21rR-5=—;—47rR2 = R=20cm =
Vziw.203 = vzmcms
3 3
= e

A =47 -20) = A = 16007 cm?

360°
6

h=5cm;a=60°=
Asup. esf. Azona = Afuso
= 4¢RF - 20K -5 =

1
6

2

“4fR¥ = 4R - 10= TR =

360°
6
h = 8cm =

3
TA

a = 60° =

Afo + Agona =
4R

sup. esf.

3 2R

3

V = w3 = V = 36w cm?

u|4>

Azona = Afuso =

= 27R— = X 44R? =
27

R/n

=

e

ra

s|s ®

h = 2d _ 5 5
Azona =2- Acirculo} N 2/71- $2d = Z’{R = R =2rd

Mas R? = 12 — d2,

6 +2ﬂ§-8=7-4m » “2 4+16=6R = R=3cm



Igualando, vem: 12 — d> = 2rd = d* + 2rd — 12 =0 = -1+ V73 .

d.—_
d = r(—=1 -~ v2) (n3o convém) 36
= ou > 2d=@W2-1-2r ou
d=r(-1++2) d= :1—3_61/—7-3—r (nfio convém)
1119. R = 10 cm ] ou
= 2r-10-(10 ~d)=7x-r-10 = = 4
Azona = A"oone ( d = 1+ \/:/—3
=r=20-—2d=>r2=400—80d+d2]= =736 '
Mas r2 = 100 — d2. ou ,
= 400 — 80d + d> = 100 — d*> =.2d% — 80d + 300 = 0 = 4= 1-V73 (ndo convém)
d = 54 + V10) (ndo convém) L T 36
= ¢ —40d + 150 = 0 = ou _
d = 5(4 — V10) Assim,d=——1——+-'%ﬂr oud=————l——;6ﬂr.
Assim,,d=5(4—\/-13)cm.
_ 1 1122. Azona = Aﬂrcm + AWO > 27rd = ’lT2+ R = 2rd = 2+ R2
1120. A,ﬁme—T-Amna = Mas R? = r2 — ¢4
1 Assim,2rd =2 + 2 - & = &2+ 2r-d~-2r2=0 =
-R.g=-—2xrh 5Rg = 2rh
= x-R-g=-52xh = SRg =2 d =r1(—1 - VT) (ndo convém)
h-P+R=r=>h-2th+2+R*=r2 = i2-2th+R2=0(" = ou
g =h? + R? d=r(-1++3)
g = 0 (ndo convém) Logo, d = 3 - Dr.
= g2=2rh » g2 =5Rg = ou =
g =35R 1123. A, = Awion =
= (5R2P=h2+R? = h=2RV6 = 7-h-y=27RR + m) =
SR SR - 5R 5 = 0 (nfio convém) = hy = 2RRR + m)
Como h = ng,vemZR«/—=—2?—=a ou Mas h2 = RZ2—m? = h = VR - m2 c
R = 4V6r/25 ey?=x*-R = y=+vx - RZ.
. r 48r R m
Assim, h = 2V6 - 46 5z = ——. ===2
ssim, h = 2V6 - 4/6 53 53 Por outro lado, sen a = — "~
=8 = 2B S 2 . R
Logo, h r-25r r = h-—r= 25 :m_Tam__xE_, 1 .
X
4 2
Assim, Rz——R—z—-\/xi—Rz=2R(R+%—) =
X
2
= —l:—\/;f—Rz-\/xz—-R2= 21: x+R) =
1121, Ayppy = Agp est. = r-d_—TXR > ¥ -R2=2RX+R) = xX-~2Rx - 3R?=0 =
. . D - -
=2mr(r * d) = 47(3d)? = 4> x = —R (ndo convém)
= r(rtd) =184 = = ou
= 182 trd-2=0 = x = 3R

Logo, x = OP = 3R.
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1124.

1127.

1128.

1129.

1131.

134

S = 47R* + 2202 + 13 + ... + ).
Dividindo ambos 0os membros da igual-

' ‘ dade por 2xR?, temos:
‘ s‘=2+r%+r%+...+rﬁ=
b»— 27R? R?
—— . _S _2=r%+r§+...+r,2l

Mas i1 < R4, 3 < R? ..., 12 < R
+13+ ... +12

_2 < N.

Assim, 1} + 13 + ... + 2 < NR? ¢

Temos, portanto: - 2 < N.

wR?

Obs.: Caso a reta comum do feixe seja secante a esfera, teremos N = 1, e a
desigualdade se verifica.

Acaora = 1007 cm?

R=%=10cm = 27 .10h = 100# = h = 5cm
Mas r2 = 102 — (10 — 5® = 2 = 75,
Logo, V = ”6'5 (B-75+25 = V= 6235” 3
R =10cm
d=R-h=20ud=2R-h =
= h=8cm ouh=12cm
Ainda, 12 = 100 — 4 = 96. -
Assim, V = 1r6-8 (3-96 + 64) ou VZR
V= "'612 (396 + 144).
Logo, V = 1—‘gmlr—cm3 ou V = 8647 cm®.
h=4cm
8
r,=r2=—i-=4cm
VeI A p@s e =2 06416 = V= 2T oy
R =20cm

h=6-3=3cm

1132.

1134.

=203 =}
=20-6 = 1}

ot =N
>\ﬁ>

Vem: V = "é3 ‘I3 - (391 +364)+32]=%-2274 = V=1137Trcm’.
R = 15cm
h=2d=2-6=12cm

rr=15 - 6 = r* = 189

Vem: V = ”'612-[3(189+189)+122]=27r.1278 = V = 255 cm’.
Vsélido = Vcone - vsegmento
APOA ~ APAB =
h v _ R
= Y h-m x
2 2 _ 2
altura:h—m=%=%
Cone
raiodabase:x=&=£- h? — R
h h
_* (Rl . P-R_~ R ., oy P-R
V"°“°'_3"(_h‘h R) b 7 e Ry e
T R? T R?
=’Vcone=T'F'(h2_R2)2='§"F"(h_R)2(h+R)2
h? — R? Rh — R?
:R-m=h-— —h= +R-h="2"X
segmento altura:R —m=h-m + R i 0
esférico raio: x = % -vh? — R
7 Rh - R? R =\ . (Rh — R} _
VsegmentozT'—h—"'[3'(T’ h —R) +(—H““ =
x+ Rh—R [3R® _, _. Rz(h—R)Zl___
=T.T.?.(h_R)+————_h2
=%-&hh;—R—)[(h—R)[3Rz(h+R)+R2(h—R)]1=
7 R - RP,.., ny _ 27 R — RY _
= F TS ORS + 4RH) = LSS (R 2h)
3
=%-%-(h——R)2.(R+2h)
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1136.

1137.

136

2z
Entlio, Vo = %% (h - RP(h + R? — RR + 2h)] =
Rz R2
="§-"—h;—'(h— Ry -h? = Vsélido=%'T'(h - R

R=%=1sm

d=12m B _ =

G gm | =bh=12-8-h-4m

= A=2r-15-4 » A = 1200 m?

0= 152 — 128 = 225 — 144 = 81

2= 152 — 8 = 225 — 64 = 161

V= ”(')4 [3-(161 + 81) + 16] =» V = ‘434” m?
Veone = Vsegmento =

> —;--(rz—dz)-d=%‘—(r—d)[3(r2—d2)+(r—d)2], r#d =
1

= (T+d)-d=—2——(r—d)[3(r+d)+r——d] = d?+rd-rP=0 =
-1 - -d
d = 12 V5 r (ndo convém) '
= ou
d = —1+«/§r
2
Assim, d = iz_—J—r. W2 =2 _ g2

Vsegmento = Viilindro =

= = (- OBR + (r - dP) = 7R =

- 2
- LY B+ - d) = @ -
r—d R2 = r2 — ¢2
> 3 r+2dy=rd+d =22 +2rd-1r2=0 =
d= ;\/:32———1— r (nZo convém)
= ou
_V3-1
d = 3 r
Assim, d = \/52— LI

1146. Vetor = Y Vestera =

1138. HAa duas hip6teses a considerar:
hcone = hsegmento =R*td=R*% VRz 12,

Temos:

—;f--rz(Rt«/RZ—?)

=k =
+ REVEE—T). B + R VR - 7)) k>0
r? >
=k
P+ R:IRVRE -2 N :

= *kRVRZ — 2 = r2 — kr2 — kR2,

Elevando ao quadrado:

-1 - kP + kR}(3k — 2)r2 = 0.

Dividindo por r2:

P —KP + kR¥Gk -2 =0 » 2 = K2 =30
a - ky

A drea da base sera: A = ar2,

Assim, A = k@ - 3k) #R?, com k < —%-
, A — k2 3
1143. R = 10 cm P
No AAOC: cos 60° = -1 = h, = 5cm G A
o : cos =10 ;= 5Scm. h01 60°
h o
No ABOD: cos 45° = —2 = h, = 5VZcm. hy 45
10 B
v=l1r-102-(5«/7t5) = D
3
c B
=v=% L100-5(WZ t 1) = h, A
1 000 ofn, .89
= V=—3 - (W2 £ Dremd 45
1

No tridngulo retingulo ABC:
r2=h-(2R—h)=r2=%( 2R)=>

= r2=4R2-—n—_21— o po Vn LR, ns 1

n n
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1147.

1148.

1149.
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Vanel =V
corda: ¢
h: projecdo da corda sobre o eixo
Vern-Lpop-5

6 w2
{=5cm

h2=35_-3 s h=4cm | 5

M
=V=W(;4'52=’ B
= V:&_c

3 om’

@22 + Q2r)? = 2r + 2x)? =

= x=r(v2-1
R=2r+x =
R
= I =
1+ 2
Vsélido = VH - 4Vcone = 5
2 T R
= Vsélido——3—1rR _4'T(1+\/§) =
2 2
= V. =—1rR3(1———) =
solido 3 3+2\/7 )
r
2 1+ 2v2 é
= Vo = 2 aR? . LT AN
sélido 3 3+ 242 2r
= Vo = %(4\/5 — 5)xR3

1z da

e~ mia

S&T TAs

Trrmra



