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Sumarlo ‘ Capitulo I — Nimeros complexos

12 CHD-Q-D @+ D®-Q+D-@-D®- Q- _

(=2 - D% G - 2% [-Q + D% [-2 ~ D)¥
Capitulo I — NOMEros COMPIEXO0S ...vuvrininiiiiiiiiiiiiiriieeiiiiriaeninenereenns 1 . )
Capitulo II  — POIDOMIOS .......cvvvvrvmrrirerereriieeeeieieeeeeeeeererereeeneeneaenes 15 L+ _ g
Capitulo III — Equagles polinomiais ..........cccevvvieenviinininiiiniiinienininene. 31 -1
Capitulo IV — Transformagles ........ceuvureecnineeniiiieieiaeiereiieevinenenianrnenenes 56 13. Temos:
Capitulo V. — Raizes miultiplas e raizes comuns ................cooevevivininennnnnn. 62 A+ =2i,(1 -D= 2,1 +i)= Qi) = —de(l ~i)=(-2)PF= —4,

entdo (1 + i)* = (1 — i)~

Se n é um ndmero natural multiplo de 4, ou seja, se n = 4p com p natural, entdo:
A+ =0+ D% =[1+D)P=(-4p

A== -D%=[0~DP = (-9

edai(1 + i) = (1 — D

Se n é um numero natural ndo divisivel por 4, chamemos de p o quociente da
divisdo de n por 4. O resto da divisdao pode ser / ou 2 ou 3. Examinemos cada caso:

1Yn =4p + 1
A+ =0+i+l =0+ 00 +1) =1 + i}—4)p

A-ipr=>0-dr+'=0 -1 ~i) =1~ i}-4
29)n =4p + 2

A+im=01+i**2=(1 + i)*d + i)} = 2i(—4)P

A-DP=00-D%*2 =0 - DU - i)} = =2(—-4)P
3)n=4p + 3

A+ =0+ =0+ DA + i) = (=2 + 20)(—4)p

A-ir=Q0Q-d**3 =01 -l - i)} = (-2 - 20)(—4)P

Portanto a igualdade (1 + i)® = (I — i)" s6 se verifica quando n ¢ divisivel por 4.

16.x=a+ib=’{x+yi=(a—d)+(b+c)i=i(I)

y=c¢+id xi+y=(-b+c+@+di=2i~-1 ()
a=d

de(I)temos.{b+c=l
-b+c= -1

de (Il)temos.! a+d=2

Resolvendo os sistemas de equagdes, temos: @ = d = b = I e ¢ = 0. Portanto,
x=1+iey =i




17

18.

24.

26.

28.

29.

30.

.z=(+ib)-(c + id) = (ac — bd) + (ad + be)i

Im(z) =0 = ad + bc = 0

z = (a + bi)* = (@a* + b* — 6a’h? + 4dab(a®? — bdi
Re(z) <0 = a* + b* — 6a’b®> < 0 (1)

Im(z) = 0 = 4dab(a? — b =0 (11

De(l) vema.= Ooubd = Oouda® - b = 0.

Se a = 0, de (I) vem b* < 0. (impossivel)

Se b = 0, de (I) vem a* < 0. (impossivel)

Sea® = b = k,de (I) vem k2 + k? — 6k? < 0, que é satisfeita para todo k.
Conclusdo: devemos ter a # 0, b # 0 e > = b? ou, resumidamente, ab = 0 e

agz b
uveC,wl —vZ=6eu+v=1-i
u=a+ib=lu+v=(a+c)+(b+d)i
v=c+id U+V=uFv=@+c)- b+ di
~.jla+c=1
Entao: b+d=1
u+v u? — v2 6 u+ v
u-—v=y(Qu-yv)- = = . =
u+v u+ v u+v gxv
_ 6(1 — 1) o
Sa+aa-p -2

[ - [T - B o

1 +i\ . . .
Portanto, ( =3 ) pode assumir os valores i, —i, 1 ¢ — 1.

u=x+i ev-—i—iﬁ
y ) 2
Z=V'ﬁ“(—l——i—\/—3—)(x—i)—(i— fg_)__z_+x~\/§—'
-z 2 A W 2 7 )
. 1 V3
Entdo: Re(z) = >X = y——z—.
Z=x+yiexX* +y*#0
2 2 P 2 2 2 2 _
u=Z_'_i=z+l=(z +_l)z=(x +y +1)x+(x + y 1)y
z z L z-Z x* + y? x? + y?
Im(u) =0 = y =0 ou x2 +y*=1
2, 2, €C, z; + 75e 2, - 2, sd0 ambos reais.
zy = a + bi Uu=12 +2z =(@+c)+ (b + di

1

zZ=c+di  |v=1z-2 = (ac - bd) + (ad + bo)i

-1

31.

32.

33.

34.

36.

Como
Im(u) =0 = b= —d

Im(v) = 0 = ad = —be e, resolvendo o sistema, temos:
oub = d = 0e ae c quaisquer
oub=—-d#*0ea=c

Na 12 solugdo, z, € 2, sdo reais. Na 22 solugdo, z; € o conjugado de z,.

2—xi_(2——xi)(l—2xi)=2—2x2_ 5x i
2= T3 U+ 2x0(0 — 2x) 1 + 42 1 + 4%
Re(z) =0 = 2 - 2x2=0 = x=1oux= -1
_l+2i_(1+2i)(2—ai.)=2+2a 4—a.i
2= 5w Qra)C - a)  4+a 4+ a
Im(z) =0 = a=4
z=5+8iez'=1+1i
z, = X + iy
I)u=z'zl=(5x-8y)+(8x+5y)1

5

Im(u) =0 = x = ——¢V¥

=% _ x+y —X+y
Wy ="r=—m"%"3
Re(v) =0 =» x = -y
Im(v) #0 = X #Yy B '
de (I) e (II) temos: x = y = 0, o que é impossivel.

Z = X + vyi, entdo: S s

z Z—l_2x——l+.2y+1=___+i___
-1 "1+ 2 T2 2 2
2X‘1=5=X_3'=z=3+2i
2y +1 =5 = y=2

. 1 V3
Z=X+lyeu-7“l——i—

- 1 .V3 ) x — yW3 \/3—-)(+y_i
zl=u-z=(7—1—2—)-(x—1y)= 3 - 3
Entdo 5

X 3
R@) = 5

V3-x+
Im(z)) = — 3 y



37.

38.

40.

41.

42.

Demonstrac¢do pelo principio da indugio finita.
Paran = 0,temos 2 = I = ] = (2)°.
Suponhamos 22 = (z)* com p € IN e provemos que z7 * | = (Zp * I

T+ 1 —— ) =@ - - —
Zp+1=Zp'Z('—')Zp'Z(=)(Z)p~Z=(Z)p+l,

A passagem (1) é justificada pelo teorema do item 15 e a (2), pela hipotese de indugio.

x2 + (a + bi)x + (c + di) = 0 admite uma raiz real.
Seja o a raiz real. Temos: i
o>+ @+ bida+(c+di)=0
@+ac+c)+(ba+di=0 =
2 =
o t+tax+c=0 d=,(_i)2+a(_i+ o
b +d=0 = a= -4 b ) ¢7
2
42 0 5 adb = &+ b
b? b
z=a+ibez=a~1ib
=2 = (@+ib) = (@ - 3ab?) + Ba®b ~ bd)i=a — ib
Entdo:
ad—3ab’ =a = a@ -3b-1)=0
3a% ~ b* = —-b = bBaZl - b2+ 1) =0
DSea=0 = b==*xlez=iouzg=—-1.
INSeb =0 = a==*lez=1ouz= —1.
IDSea=b=0 = z=0.
Portanto, z = Qouz = iouz = —iouz = Jouz = —1
2t =i > 22 = (a — b)) + 2abi = i
z=a+ bi i
Entéo:
a2 - b2=0
2ab = 1 e, resolvendo o sistema, temos:

V2 V2 V2 N2
I)Sea=—,b———2 ez————z + —

V2 V2 VI N2
II)Sea————,b————2 €z = ——— — i—-
2 _ ;
z 1+l.\/3—=>zz.—.(xz—yl)+2xyi=1+i\/3_
zZ=X+yi
Entdo
x2—y2=1
2xy = V3 e, resolvendo o sistema, temos:

43.

44.

52.

I)Sex = \ég,y=—\gzez=izg-+i—\/3~2—.

V& i V6 N7
II)Sex = — 2,y=——2—ez=——2——t——2—-—.
X+y=1(0 = y¥»=x2-1 (1D
1 +x + iy (l+x)+iy_(1+x)+iy_
1+x -1y (A+x)—iy (1 +x) +1iy

[+ x)* — ¥y + 2(1 + x)yi
(1 + x? + y

ap 1 +2x + x> + 2 — D] + 2 + x)yi

1 +2x + (2 +¥)
® 2x (1 + x) + 2(1 + x)yi

1 +2x +1

21 + x) + 2(1 + x)yi
= 21 + %)

=

= x + iy

f 1 +senx +i-cosx _
(x)_l—senx—i-cosx 1 —senx — i-cosx

1 —senx + i-cosx

B (1 — sen x)? + cos? x
i-cosx

- (1 — senx) = hx)
. sen X 1 _ (senx + Di
() = (tg x + sec )i = (cosx cosx) - cos X
=(1+senx)-cosx-1 _ 1-cosx - h(x)
cos? x 1 — senx

entdo: f(x) = g(9), VX, X # —- + k.,

Qz=1+1i= lzl =+v2
Entdo: 123 | = W2 = 2V2.
byz=1-i= lzl =+2
Entdo: | z* | = (V2)* = 4.
Qz=0C+12Di=~-12+5i = lzl =+v(—12%2 + 5 =13

ou
z;=5+ 121 = lz; | =+v5 + 122 = 13
L=1= lzI =1

lzy-zl =1z -1zl =13-1 =13

1 +senx+i-cosx 1 —senx +i-cosx

[(1 + sen x)(1 — senx) + cos?x] — [l + senx + 1 — senx] - cos X - i _



57.

dz,=1+i = lz, | =2

Z,=2+2 = lz,| =242

z3=4+4i = lz;| = 42

Entdo:

lz, -2z 0 = lz; |- 1zl - lzg | = (V2)QV2)@V2) = 16V32.
0z =1+i= lz;l =2

=22 = lz,1 =242

Entdo:
A&l V2 _ 1
2 22 27
Dz, =51 = |zl =5
Z,=3+4i » lz,| =5
Entao:
Z; 5
|- 5!
lzl=lwl=1el+2zw#0

zZ=cosa +isena,w = cosB + isenf
z+ w=(cosa + isena) + (cos B + isen )
(cos a + cos B) + i(sen a + sen 3)

I

+ - . -
=200sa26-cosa26+21senagﬁ cosazﬁ
_ a—f a+ B . a + 8
= 2 cos 3 (cos 3 + 1sen 3 )

1 +2zw =1 + (cos o + isen a)(cos 8 + isen B)
=1+ (cos acos 8 — sen o sen B) + i(cos a sen B + sen a cos B)
=1+ cos(x+ B)+isen(a + P)

- 2+ B . a+ B a+ 8
= 2 cos > + 21 sen ) cos 3
_ a+ g a+ g . a+ 8
= 2 cos 3 (cos 3 + isen ———5——)
Entédo
a~ B + B . a+
Z+W_2cos 3 \cos 3 + isen 3 )
1 +zw a + 8 + B a+ 8
2 cos 3 (cos 3 + isen 3
a—f
_—cos 3
n o+ f
cos —
Portanto, z+ é real

1+ zw

58.

59.

65.

66.

67.

z, = p (cos ¢ + isen ¢)

2z, = p (sen ¢ + icos ¢)

Entdo:

zZ, — iz, o (cos ¢ + isen ¢) — ip (sen ¢ + i cos ¢)

o (cos ¢ + isen¢) + p (cos ¢ — isen ¢)
= 2p COS ¢

Portanto, z, — i z, é real.

1

zZ, =cosa +i-sena € z, = cos B + i-senp
Z,+zy=1 = (cosa+cosf) +i-(sena + senfB) =1 =
= (cosa +cosB=1¢€sena+senf =0 =

7)

(cosoz=cosB=— e sena = — sen 3 = ——

2 2
1, .V3 1 .V3
2 2

—— + i e 7y = = — i
2 1 2=

—

il

Portanto, z; =

Determinemos as coordenadas de Pj; P,, Pye P, afixosde b, b + 2, b + 2 + iz
e b + iz, respectivamente:
b=2-(o0s30° +i-sn30°) =v3+i= P =31
b+z=(3+p-cosf) +i(l +p-senf) = P, = (V3 + p-cosf, 1 + o-senb)
b+z+iz=G3+p-cos0 —p-senf) +il + p-senf + p-cosf) =

= P3=(\/§+p-cos()—p-sen0,l+p-sen0+o-cos0)
b+iz=®3—p-senf) +i-(l + p-cosf) =

> P,=(3 - p-senf, 1 + p-cosb)

P,P, = V(&x)7 + (Ay)* = Vo¥-cos’0 + o’ -sen’f = p € mpp, = tg 0
P,P, = V(Ax? + (Ay? = V(o -sen 6 + (o - cos 0 = p € Mpp, = %7
P,P, = V(Ax)? + (AyY = V(o - cos 0)’ + (o -sen0)* = p e mpp, = tgh

PP, = V(ax)? + (AyY = V(o -sen 0 + (p-cos )’ = p € Mpp = ———7

tg 0

entdo P,P,P,P, ¢ um quadrado.
z=Xx+yi,z=x—yi
z . X + yi . . .
— = - — = — + = —y — X Era—
= 1=~X_y] i = x+y y i = x y
e esta condigdo ¢ satisfeita pelos pontos da reta x = —y, bissetriz do 22 e 4?2
quadrantes do plano de Argand-Gauss.

Yy
z, #0 e z;, = r(cos a + isen a)
2, #0 ¢ z, = s(cosb + isenb)
Entdo:
%41 r(cosa + isena) - x
z, s(cosb + isenb) ol



69.

70.

71.

72.

z; rcosa-cosb + sena-senb) + i(—senb:cosa + sena - cosb)

Z, s (cos2 b + sen? b)

% [cos (@ — b) + isen (a — b)]

z
Im(—zl—)zo = sen(a—b)=0 = a=boua=>b+nx
2
% ro, .
Entao, - - i? é uma reta que passa pela origem.
2

lz -+l <1

z=x+1y

Femos:

lz -+ i)l =1x-1D+i(y- DI
=Jx -1+ (y - 1)

Entio:

(x — 1)> + (y — 1)*> < | representa
um circulo de centro (/, 1) e raio /.

z=x+yiet=2+43i
A={zeCllz—-tl g1} =
={zeCl(x—-22+(y —3°< 1}
¢ um circulo de centro (2, 3) e raio /
B=(xeCIlIm@ < 3}
é um semiplano situado da reta y = 3 pa- 114
ra baixo.
A N B representa um semicirculo. ; ) : -

YA

z = p (cos 8 + isen 8), 0 fixo.

Como p percorre IR, z representa uma se-
mi-reta com origem O e formando angulo
@ com o eixo dos x. f

Y

a)z = x + iy
Entdo:

1
w=l-—=1-—"%

73.

74.

2 2 ;
X* + X 1
y y

X2 + y2 X+ y?
u ¢é a parte real e v a parte imaginaria do complexo w.
Entdo:
X2+ y?—x
x2 + y?
S
x? + y?
2x2 — x 1 X
b)Sey = x,entdouy = ——— =1 — — ¢ v=__=_l_‘
2x2 2x 2% XX

Dai u = 1 — v, portanto Q = u + iv percorre aretau = 1 — v, Notemos
para encerrar que v # 0, caso contrario y = 0 = x e.anula-se z.

Seja 7 = x + yi um namero complexo que satisfaz a condic¢do | z — 25i | < 15,
entdo:

Ix +(y —29il <15 = YA
= x> + (y — 25)* < 225. .

Conclui-se que z pode ser qualquer comple- T
xo representado por ponto do circulo de 254
centro (0, 25) e raio 15 (ver figura).
O complexo que tem 0 menor argumento . 4
¢ representado por T(x, y), ponto de tangén-
cia da reta OT com o circulo. 7T satisfaz 5t o
duas condigdes: 0

’s

o(ml’n)

OT2 = 252 — 152 = 400 = x* + y? = 400
T esta na circunferéncia =. x2 + (y — 25)% = 225.
Resolvendo o sistema, temos x = I2ey = 6, entdo z = 12 + 16i.

z = p(cosf + isend)

Entao:

22 + p%2 = p?(cos? 6 — sen’d + 2isen @ -cos @) + p? =
0% (2 cos? § + 2isen 6 cos 6) =

202 cos 0 (cos 6 + isen 8)

z . o (cos @ + isen @)

22 + p%2  2p%cosf(cosf + isen@)

1 w .
—m‘(0¢—‘2—+ kw,kEZ)ereal.

iz=1ip(cos@ + isenf) = p (—sen 8 + icosf)

|

It

i




Entdo:
o — iz o(l + senf — icosé)
o+iz  p(l — senf + cos6)

1 —senf — icosé
1 —senéf — icos@

1+ senf — icoséb .
1 —senf + icosé

(1 — sen? 8 — cos’> ) — i[(1 + sen 0) cos & + cos 6 (1 — sen 6)]

1 — 2sen + sen®? 0 + cos* @
__2icos#
2(1 — sen 6)

. cosf T - oL
=i senf—1 (0 # 5 + ku, k € Z) ¢ imaginario puro.

75.a)la+bil =5 = a2+ b2=25 ()
b—-—a=1 (I
Resolvendo o sistema, temos:
a=3eb=40ua= ~-4eb = —3.

Como0 <8< -— = a-+bi=3+ 4

2
b)(c + di)? = (¢ — d?) + 2icd = -5 — 12i

Entdo:
¢ -d2= -5
2cd = —12
Resolvendo o sistema, temos:
c=—-2o0uc=2.
Comoc < O,temosquec = —2ed =3ec+di = —2 + 3i.
Entdo:
(a + bi)? 1 L +i
c+di a+a I3
3 + 4i) -2 - 3i 1 3+ 2i 1 —i
TTS2F¥3 —2-3  3-2 3+2 13
(-7 + 24i)(-2 — 3i) 3+ 2 1 -
= 4+9 T 9+4 T T 13
86 — 27i 4 + i
- 13 T 13
_ 8 . 28
=13 T '3
82.z=\/3—+i=2(cos%+isen%)
= (V3 + iy = 2“(cosllT"r + isen HTW)

10

83..

89.

Entdo:

Im(z") = 0 = sen ——

a) z" é real e positivo <

nw
6

0

Re(z") > 0 = cosn—"r >0

6
= “T” =2kr =» n=12kk =0,1,2,..)
Entdo, o menor valor de n para que z” seja real e positivo é n
"z . Im(z") = 0
b) z" € real e negativo = Re(z") < 0
nw
sen—g= =0

- —

nw 6
cos % <0

Entéo, o menor valor de n para que z" seja real ¢ negativo é n

¢) z" é imaginario puro =
nw
sen — # 0
6 L L
cos = = 0 6
6

Entdo, o menor valor de » para que z” seja imaginario puro é n = 3.

Im(z") # 0
Re(z™) = 0
n

2

Z=a-+ bi
aiz+2Z+1-i=0 = i@a+bi)+2a-b)=-1+i =
. . 22— b= -1
Ra-b)+@—-—2bi=-1+1i = a— 2b=1
Resolvendo o sistema, temosa = —leb = —1.
Entdo,z = —1 — |i.
byz=-1-1i

Entdo, z| = V(—1)2 + (=12 = 2e
= \/E(cos EL + isen i)

z = \/5(———2\/2 - 112—_2——)

temos, portanto: arg 7 =

c) 1004 = (\/2_)“’0“(cos 1004 - 5w + i sen 1004 5™

2502( _ 1)
= _ 2502

N2
2 2

4 4

Sn

7

4 4

25%(cos 7 + isen x)

+ i—— ¢ uma das raizes quartas de z, entdo

)

0.

6.

+kr = n=3+6k(k=0,1,2,..

T+ 2kr = n=62k + )k =0,1,2,3,..)

Y



90.

91.

92.

12

VI VI V1
(—2-— IT) =7 = Z—(——Z—')(l +l) ——-T(—4)= -1.
Logo,z =cosw + isenw €
J?:cosw—%g}l+isenl+—2&r—(k=0,l)

W, = COS = + isen — = i

) 2 -

W, = os—37—r—+isen3—7r— -1

l—c 2 2_‘ .

Portanto, as raizes quadradas de zsdoie —i.

—2 é uma das raizes sextas do complexo z; entdo
(-2 =z = z =64 = 64(cos 0 + i-sen0).
As raizes sextas de z sdo dadas pela formula:

zk=2'[coso—tg%lﬂr—+i-senuzz——br—]comke(0,1,2,3,4,5].
k=0 = 2z,=2cos0 + i-senQ) = 2
k=1 = zl=2(cos—g—+i-sen—73r—)= 1 +iv3
k=2=>22:2(cos-‘—231r—+i-sen—%7—r—)=—l +1V3
k=3 = z;=2cosw +i-senw)= —2
k=4=>z4=2(cos—%7r—+i-seni37r—-)=-l—i\/_3—
k=5=zS=2(cos—§§[—+i-sen—5{—)= 1—iv3

Y,

4
z =25 = lz| =25e0 = 0.

As raizes quartas de z sdo os vértices do
quadrado inscrito na circunferéncia de raio
V256 = 4 e centro na origem, tendo uma
delas argumento 0.

2i é uma das raizes sextas do complexo z, entdo:
Q¥ =z = z= —64 = 64 (cos 7 + isen 7).
As raizes sextas de z sdo dadas pela formula:

T + 2kw T + 2kn

zk=2cos—6—+1-sen 5

em que k é um dos naturais 0, 1, 2, 3, 4, 5.

93.

94.

95.

k=0=z(,=2(cos%+1-sen%)=\/m+l
k=1 =>zl=2(cos—72L+1 sen%—):Zi
k=2=>22=2(cos5T7r+1-sen5—67r—)=—\/3~+1
k=3=oz3:2(cos—76i+1 sen7T7r)=—\f§—1
k=4=z4=2(cos3—27r—+1 senizw——: 2i
k=5=>z5=2(cos léw+i-sen 'é”):ﬁ-i

Portanto, os nimeros complexos representados pelos outros cinco vértices do he-

x4gono s30: V3 + i, —N3 + i, =3 — i, —2ie~N3 ~ i

z=1i+ Y=8i y
Sejau=—si=p:l_sn:seo:L; 3
u—8(cos3—7r+ise 3—”)
= 5 n =
3= o 2k . ks 2k
\/E—Zlcos(2+———3)+1sen(2+ 3)] ;
Entdo:
wo=2iez=1+ 21 = 3 .
w,=V3—jez=i++V3—-i=+3

-1
Z-1+=1=2z-1+i=%1 \

14
W:%(Cosi%m(—w—+isen£#_)
uzlap“—"ul:]eO:O: 9 25 X
i/l—=cos£+isen—k~7—rﬂ
2 2 -1 2—i

Entdo:
wo=1 = z=2—i
w,=i= z=1 —~ 24 .
W2=-l=$z=_i 1-2i
wy = —i = z=1-2i

Sejaz = p.- (cos @ + i-sen ). As raizes 2n-ésimas de z sd0 os nimeros complexos:

0 + 2k .
Zy = 2'{/3 (cos “ﬁ’l + 1-sen B—Jrzngk—”) com k variando de 0 a 2n — 1.

13
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97.

98.
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A soma dessas raizes é:

st Bt 8+ 2k o At 0+ 2k
Xz = 2'{/;~(E cos — 22X L. ¥ sen——-—).
k=0 k=0 2n k=0 2n

Para cada k, atribuido a k, com 0 < k; < n, existe um k, = k; + n, com
n € k < 2n tal que:

0 + 2k,7 0 + 2(k; + n)w 0 + 2k;w 0 + 2k\w

c0§ ——— = 0§ ——————— = CO0S |—5—— + 7| = —CcosS—7g——

2n 2n ( 2n ) 2n

6 + 2k, 0 + 2k, + W7 0 + 2k 0 + 2kw

sen ——=—— = sef ——————— = gen |[——— + 7| = —sen—pzy——

2n 2n ( 2n ) 2n
entdo:
2n—1 » 2n-1
Ecosﬁﬂ:(’e Esen-o_ﬂl(lzo
k=0 k=0 2n
(pois as parcelas sdo duas a duas opostas)

2n-1
edai Xz = 0.

k=0 .
Sejaz =.a + ib.
Entdo:
22 =1z
z_2=(a+ib)2=a2—b2+2abi -
zi = (a + ib)i = —b + ai

aZ + b2 = —-b a=0 = b=0o0ub= -1
2ab = a = b=%=a=tiz3__
, 3 -

Entdo:z = Qouz=—-iouz= 32/—_+ %i ouz = 2\/3_ + éie, portanto,

o numero de pontos é 4.

z=x+iy;lz—-112=2x e y = 2.

Entdo:

lz—1P=1x-D+yil2=V[E-1P +yP=2x=2x2+y2—4x+1=0
¢é uma circunferéncia.de centro (2, 0) e raio V3. Como y = 2 > V3,0 conjunto
é vazio.

Sejaz = a + ib.

Entio: )
iz+2z2+1—-i=0=i@a+ib)+2a—-ib)+1-i=0
a—b)+@-2b)i=-1+1i =

2a - b = —1

a—2b =1 = a=—1¢eb= -1 e, portanto,
z=—(1+1

99.

z = r(cos 6 + isen 0)

Temos:
Izl = Vr¥cos2 8 + sen? )
z2 = r? (cos 26 + i sen 26)
2+ 1zl =0 = (t2-cos20 + 1) +i-sen20 =0 =
{r2c0520+r=0
r’sen20 = 0
Resolvendo o sistema de equacgdes, temos: r = Qou (sen 20 = 0, cos 260 = —1
er = I). Dai vem:
z =0 ou
z=(cosl+isenl)=i ou Z:cos3—7r+i-3—7r= —1.
2 2 2 2
Portanto, o numero de solugdes da equagéo é 3.
100. z, = x + yi
@G+ 1P +zp=0 = (+ 1P = -z = l@z+ 1)l =1z =
sl +1l =1zl = Vx+ 1P +y=Vl+y = 2x+1=0 >

= X = 1
- 2
Entdo todos os z;, com k € (0, I, 2, 3, 4], ttm a mesma parte real e estdo so-

bre uma reta paralela ao eixo imaginario.

Capitulo II — Polinémios

109. A soma dos coeficientes de (4x3 — 2x2 — 2x — 1)¥ ¢

110.

111.

Py = (4 —2 — 2 — 1P = (D% = 1.

Sf(x) = 0 para todo x do conjunto {1, 2, 3,4, 5} e fix) = ax® + bx? + cx + d,
temos:

fy=a+b+c+d=0

f2) =8 +4b + 2c+d =0

f3)=27a + 9% + 3c+d =20

f(4) = 64a + 16b + 4¢c + d =0

f(5) = 125a + 25b + S¢c+d =0

Resolvendo o sistema, encontramos g = b =c =d = 0 = f(6) = 0.

f=@-2x>+Mb+2x+B3-¢=0

Temos:

a—-2=0 = a=2
b+2=0= b= -2
3—-¢c=0= ¢c=3.

15



112.

113.

114.

116.

117.

118.
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32 + 7x + ¢

fx) =@+b~-5+bd+c—-—Tx+(@+c)e fx) =0
Temos:

a+b-5=0

b+c-7=0

a+c=0.

Resolvendo o sistema, temos: a = -1, b = 6ec = 1.

Sendof = (m-n— 2x3 + (m? — n? —
se f(x) = 0, temos:

m-n— 2 =
m? — n? — 3
m+n-—-3=20

2m — 5n + 1 = 0.

Resolvendo o sistema, temos m = 2en = [ e, portanto:
m+nl =2+ 17 =5.

P+ (m+n—-3Dx+2m-—5n+1le

e

0

f(x) = (@ — 1x* + bx + ¢, g(x) = 2ax? + 2bx — ¢ e f(x) = g(x). Temos:

a—l1l=2a = a= —1
b=2b = b=20
c=-—-¢ = c¢c=20

2 —
ax bx 5=3=aaxz—bx~5=9x2+21x+3c,vx

a=9
~b =21 = b= -21
5

~5=3c = ¢ = _T
_3x2+5x—8 — Kk vx€eC

ax? — 10x + b
entio:

3x2 + 5x — 8 =(@x? - 10x + b)-k,vxe C
e dai:
3 =ka, 5= —10k e —8 = kb.
Resolvendo esse sistema, temosa = ~6eb = 16 = a + b= ]¢

m-—- Dx3+ (- 2)x2+ (p—3)x + 8

=k, vxeC
2x2 + 3x + 4

entao:
(m—- D3+ (n—2)x2+((p —3)x + 8 =2kx? + 3kx + 4k, vx € C

124.

125.

126.

127.

128.

129.

130.

e dai:
m-1=0,n-2=2k,p—3=3k e 8 = 4k.
Resolvendo esse sistema, temos: m = I, n = 6ep = 9.

f=xg=x>+xh=x>+x*+ x5

k = 3x6 — 6x* + 2x% e

k = af + bg + ch = ax> + b(x? + x%) + c(x®> + x* + x9
=cxb + (b + o)x* + (@a+ b+ c)x?

entio,c = 3,b+c= —-6,a+b+c=2

Portanto:a = 8; b = —9; ¢ = 3.

XZ-2x+1l=ax+x+ 1)+ bx+)x+1)

=@+bx*+@+b+cx+(a+c)
Entdo:a + b + ¢ = —2.
2+ b2~ (x2~a)x?+a)y,a>0b>0
2bx? + b? + a*

2x2 + 17

o

Entdo:
2b=2 = b =1
b2 +a*=17 = a= t2.Comoa >0 =a = 2e, portanto,a — b = 1.

a;py(x) + apy(x) + azps(x) = 0
a4+ 2x + 1)+ a2+ 1) +ax+2x+2)=20
(@ +a, + a)x* + 2(a; + a))x + (3, + a, + 2a;) = 0

entao:
a +a+ a;=0
2a, + 2a, =0
a, +a,+2a=0

Resolvendo o sistema, temos a, = a, = a; = 0 ¢, portanto, p,(x), p,(x) € p 5(x)
sdo L.I.

f=(x—l)2+(x—3)2—2(x—2)2—2=

=(x-2X+ D+ X -6x+9 ~2(x2~4x+4) - 2=
A+1 -2+ (-2—-6+8x+(1+9—8-2)=
0x2 + 0x + 0

=0

1

f=x2+px+qeg=x—(+ qQx+ pq
f=g = (=-p—-qeq=pqg
Resolvendo esse sistema, temos:
p=q=0o0u (p=1eq= —-2).

aA)ax* — 1) +bx+c=0 = ax>? + bx —a+c=0

17
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132.

134.

135.

13

Entdo:
a=20
b=20

—a+c¢c=0 = a=c¢c=0.

bax> + x) + b+ c)x +c=x24+4x +2 =
ax? + (@ + b + o)x + ¢ = x* + 4x + 2. Entdo:
a=1
c=2
a+b+c=4 = b=1

xP—axx + D +bx-D+cx+4=x3-2 =
xX*+b-ax?2+(c—ax —b+ 4 =x3— 2. Entio:
b-—a=0= b=a
c—a=0= c=a

4 —-b=-2=0> 6 = a=c¢c=6.

..,,
I

K+ x+DERE-VT-x+1)

fF=x2x -~ V2- X+ D +V2-nx@-V2Z-x+D+1-x=+vV2Z-x+ 1)
V2R AR+ R -2+ V2o x+x2—V2ox + 1
N2 -V 4+ =24+ DxX+ (V2 - V2)x + 1
x*+0-xX*+0-x24+40-x+1

xt + 1

=8

f=x+ax+8
g=x*+x+1+2x +2x + 282 -~ x* =23 + 3x2 + 2x + 1

S = g impossivel porque os coeficientes de x° sdo distintos ¢ os de x? também.

J é polinémio quadrado perfeito se existir px + g tal que f = (px + g)°. Entdo:
f=(@x+ Db+ (cx+ d?=(@+ cHhx? + 2(ab + cd)x + b2 + ¢? =
= p*® + 2pgx + ¢* )
entao:
a2+ c2=p? (D
2(ab + cd) = 2pg D)
b? + d? = g2 (1)
I = (ab + cd)?* = (pq)? =

= (ab)? + 2abed + (cd)? = (a2 + ADB? + d?) =

= (ab)? + 2abcd + (cd)?* = (ab)> + (ad)® + (bc)? + (cd)? =
= (ad)® — 2abced + (bc)? = 0 =

= (ad — bc)2 =0 = ad = be

4x* — 8x3 + 8> —4(p + Dx + (p + 12 = (ax? + bx + ¢)? =

138.

139.

— a%?* + 2abx® + (Qac + bH)x? + 2bex + 2
Entéo:

a?=4 s> a= 12

2ab = —8 = {sea:Z > b= -2

sea= —2 = b=2
B =8 sea=2= c=1
2ac + - sea = —2 = c = —1

= -2
2 _ 2 p
c—(p+1)=[p:0

2dbc = —4p + 1) = 2(-2)= —4p+ 1) = p=0
Portanto: p = 0.

. P(x) é um cubo perfeito se existirem p e g tais que P(x) = (px + g)’. Temos:
P(x) = p* - x3 + 3 plgx? +3p - ¢’x + ¢
Entao:
A = p*(I); B = 3p%q (I); C = 3pq? (Ill); D = ¢’ (IV) X
anp B2 9p'g® _ . O _ B
an = B? = (3pXqP = < = 3pq° =3p*=3A = C= A
. B3
11 B = (3pXq)® = 27p°¢* Y 27A2.D = D = i
an = Gr'e r®q 7 A2
B? B
Portanto: C = ET D = A

Lk + D2+ (k-3Dx+13=(x+a+ (x+bf=
=2x2 + 2(a + b)x + a? + b?
Entao:
k+1=2= k=1 a= -3 = b=2
k—3=2a+b) =a+b=_’] - l =2 = b= -3
13 = a2 + b2 a=

Conclusdo: para k = 1, o trindmio dado fica 2x2 — 2x + 13, que é igual a
x - 3% + (x + 2.

—6x% + 36x — 56 = (x — b — (x — a)®

= 3(a — b)x2 + 3(b> — adx + a’ — b’
Entdo:
a-b)=-6=a-b=-2) _ .. _,

3(b* - a) = 36 = b2 - al=12
al — b= —-56
Portanto: —6x2 + 36x — 56 = (x — 4) — (x — 2)%.

f=x*+ 20x — dax + 4
g2 = +2x+ 2?2 =x+ 43+ 8% + 8 + 4
o que é impossivel, pois f ndo tem termo em x2.

f=g2=>

19
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149.

150.

151.

152.

20

a) P(10) = A = afy = 100a + 108 + v
= 10%« + 10'8 + 10%. Entdo:
PX) = ax®> + BX + v
b)A = afy 100 + 108 + v
O+ Da+ O+ 1D+«
a + 98 + (ax + B+ v)
portanto, A4 ¢ divisivel por 3 se, e somente se, o + 8 + v é multiplo de 3.

f(x) = ax> + bx + ¢

f() =0 = a+b+c=0(1)

f(x) = fx — 1), vx = ax>+ bx + ¢ =a(x — 1) + b(x — 1) + ¢, ¥x
entdo ax? + bx + ¢ = ax* + (b ~ 2a)x + (@ — b + ¢), ¥x

edaivembd = b -~ 2a(I)ec =a — b + ¢ (I).

De (II) vem @ = 0, e o problema é impossivel porque f deveria ser do 2° grau.

P(x) = ax> + bx? + cx + d

P(—x) =a(—x)) + b(—x)2 + c«(-x) + d = —ax® + bx? —cx + d
Px) = P(—x) = a= —-a = a=0

entdo P(x) ndo ¢ do 3° grau e, portanto, nenhum polindmio tem a proprieda-
de desejada.

a = —1
ay=1+i-a,=1+i(-1) =1
a=1+i-a, =1+il —1i) =
aa=1+i-a=1+iQ +1) =
au=1+i-a3=1+iRi) = -1 = a,

Os coeficientes formam uma seqiiéncia ciclica
a,1-i,2+1i4,2, —-1,1 —1i,2 + i, 2i, ...), entdo:
= a, = 2 + I

—i
2+
i

A = Ay = 8p = ...

a)P(x) = ax®> + bx? + cx + d
Px—-1D=ax -1 +bx—-12+cx—-—1+d=
=ax* +(b—-3ax2+(c—2b+3ax+(-a+b—-c+d
Impondo P(x) — P(x —~ 1) = x2, vx, vem
3ax? — (2b — 3a)x + (a — b + ¢) = x3, ¥x
e dai:
3a=1,-2b+3a=0¢€ea-b+c=0

deondevema:é,b= ec =

o~

S

2

Conclusd 'P(x) = Lx3 + _I-XZ + _l_x +d
5do: =3 3 ¢ .

b)S=1>+22+3+ .. +n=

= [P(1) - P(0)] +[P(2) —P()] + [P(3) —P()] +... +[P(m) — P(n — 1)] =

154.

155.

156.

161.

162.

163.

1 1 1
P(n)—P(O)=Tn3+Tn2+?n+d—d=

2n® + 3n? + n n(n + DH@2n + 1)
- 6 - 6

Sejam g o quociente ¢ r o resto da divisdo de fpor g, taisque g = 4edg = 2.
Temos:

Dagg+r=1f = 8(qg + 1) = of
1) ér < og
a)br=1=8=2+4=6
b)er=2 = 8f =2+ 4 =06
Portanto: §f = 6 nos dois casos.

= of = 86q + g

SP(x) = m, 6S(x) = n, n < m, dR(x) = p. Entao:
SR(x) < 8S(x) = n = SR(x) <n — L
Portanto: 0 < p £ n — L

Sejam Q o quociente e R o resto da divisdo de P por B, taisque 8P = pedQ = q.
Entio: 6B = 6P —8Q =p —q e SR <éB =p - q.
Portanto: 8R < p — q — 1.

= x4 — 3ax’ + (2a — b)x* + 2bx + (a + 3b)

=x? - 3x + 4

q=08 —-08g=2 = g=mx*+ nx + 8

=0

= gg = (mx? + nx + s)(x? — 3x + 4)

=mx* + @ — 3m)x® + @m — 3n + x> + (4n — 3s)x + 4s
entﬁo:m=_1,n—3m=—3a,4m—3n+s=2a—b,4n—3s=2be
4s = a + 3b.

- O 0 ™

. o1 b = 93
Resolvendo o sistema, temos: @ = 34 eb =<

Q=0F ~6G=4-2=2 = Q=ax +bx +c

R=0

F = QG = (ax® + bx + ¢o)(x> + px + Q)

xt + 1 =ax*+ (ap + b)x® + (ag + bp + )x* + (bg + cp)x + qc
entﬁo:a=1,ap+b:O,aq+bp+c=0,bq+cp=0eqc=1.

Resolvendo o sistema, temos: ¢ = I ep = /2.

6Q=5P1-5P2=3—2=1 = Q(x) =ax + b
R=20

P,(x) = Q) - P,(x) = (ax + b)(x* — x + 1)
x3+px2—qx+3=ax3+(b~a)x2+(a—b)x+b

21
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168.

169.

170.

171.
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entdo:a =1, b -a=p,a—b=—gqgeb = 3.
Resolvendo o sistema, temos: p = g = 2.

Q=86F-8G=3-2=1= Qx)=ax + b
R=20
F(x) = Qx) - G(x) = (ax + b)(x®2 + 2x + 5)

¥+ px+qg=ax+ (2a + b)x? + (5a + 2b)x + 5b
entdo:a = I,2a + b = 0,5a + 2b = pe 5b = q.
Resolvendo o sistema, temos: p = I eq = — /0.

BF(x) = 8A(x) — 6B(X) = 1 = F(x) = ax + b

R=0
A®X) = B(x) - F(x) = (ax + b)(—x% + 5x — 6)
X} — 2x? — 9x + 18 = —ax’ + (5a — b)x® + (5b — 6a)x — 6b
entdo: —~a=1,5%a -~ b= —-2,5pb— 6a = —9e¢ —6b = 18.
Resolvendo o sistema, temos: a = —Jeb = —3 ¢ portanto:

_ Ax) .
F(x)-B(x)—ax+b— x — 3.

Pelo método da chave, temos:

2x3 + x? - 8x x2 — 4
_9y3
2 + 8x 2x + 1
X2
~ x? + 4
4
Entao:—pﬂ =2x+ 1+ 4
q(x) x2_ 4

Com 8P > 3, a igualdade ¢ impossivel porque o 1° membro tem grau maior
que o 2°.

6P <3 = P(x) = ax’> + bx + c. Temos, entdo:

(x + 2)P(x) = 3x* + x2 — 6x — 2 + P(x) =
3ax3+(3b+2a)x2+(3c+2b)x+20=3x3+(a+l)x2+(b—6)x+c—2
entdo: 3a = 3,3b+ 2a=a+ 1,3¢c+2b=b — 6e2¢c = ¢ — 2.
Resolvendo o sistema, temos: @ = I, b = Qec = —2 e, portanto,
P(x) = x2 4+ 0-x — 2 = x? - 2 = B(x).

g =2 > g=ax> + bx + c e r = 0. Temos:
2x“+3x3+mx2—nx—3=(ax2+bx+c)(x2—2x—3)=

= ax* + (b — 2a)x* + (c — 3a — 2b)x2 + (—3b — 2c)x — 3¢

entdo:a = 2, b~ 2a =3, ¢c —3a~-2b=m—3b—2c =—ne —3¢c = —3.
Resolvendo o sistema, temos: m = —[9en = 23.

172. a) 2%} +Ax +3B |[xX2-3x+9
-2x3 + 6x2  — 18X % + 6
62 + (A — 18)x + 3B
—6x* 18x — 54
Ax +3B — 54

175.

Entdo, temos: quociente = 2x + 6
resto = Ax + 3B — 54.

b) Para que a divisdo seja exata, devemos ter resto nulo.

Ent3o:
A=0
r=Ax +3b-54=0= 5 o
1 a b 20 1 -5 4
ml S — 4 v 1 a+5
a+ S5 b —4 20
—(a+95) Sa + 25 — 4a — 20
b + Sa + 21 — 4a
Entao:
—-4a=0 = a=90
b+ 52 +21 =0 = b= —21 g, portanto:
a-+ b= -2I
4 -3 m 1 2 —11
-4 2 ~2 1
. , L
-1 m-2 1 )
I
I 3 3
s 3
mT3 2
Entdo, o resto da divisdo de P,(x) por Pyx) independe de x se, € somente se,
5 0 _ 3
m— — = ou m = .

. Temos inicialmente:

() A=QB+ R e (1D éR < éB

Sejam Q, o quociente € R, 0 resto da divisdo de A por 2B.
(1) A = Q2B) + R, ¢ (V) 8R, < 6(2B)

De () e (II), temos:

A= (—%— Q)(ZB) + R e 6R < 6B = 8(2B)
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178.

179.

181.
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1 . .
portanto, —2—Q e R satisfazem as condi¢des para serem quociente e resto, res-

pectivamente, da divisdo de A por 2B.
Entdo, devido a unicidade do quociente e do resto, devemos ter:

1
leerRlzR.

Se ) + px + q é divisivel por x> + ax + be x? + rx + s, entdo:

X+ px+q=(&x+ ax + b)(mx + n) = mx? + (am + n)x? + (bm + an)x + bn
K +Hpx+q=E+1x+s)(m’x +n)=m'x}+ @m’+n’)x% + (sm' + rn’)x + sn’
Temos, entdo:

m =}
am +n=0 = a= —n

—h _ a2
bm + an = p = p=b-aQ
bn:q:q:—-—ab@
m’ =1
m’ +n’ =0 = r= —n’

— e — p2
sm’ + m’ =p ]:,p § r@

= b —-—ab=r1a?2-r1' =
_ ra + @ —r)
a~r

= —r(@ + r)

S € um cubo perfeito se existir um polinémio mx + n tal que (mx + n)’ = f.
Impondo essa igualdade, temos:

ax’ + 3bx2 4+ 3cx + d = m’x® + 3 m’nx? + 3mn3x + n?

edaivema = m’, b = m?’n, c = mnfed = n’

e este sistema da como solucio m = VYae n = Vd. Esta solugdo so satisfaz as
quatro equagdes se:

b=mPn=dd e c = mn’ = Yad ,ouseja, b = a?d e & = ad’.

Sejam g, e g, os quocientes das divisdes, respectivamente, de f por A e de
S=q-h
g=q-h
Sejam g o quociente e r o resto da divisao de:
ayf+gporh:f+g=qgh+r.Temos:r=f+g—~q-h =
= r=q,-h+q,-h—-q-h=1(q, + q, — q)h. Portanto, f + g é divi-
sivel por A.
b)f—gporh:f—g=qgh+r = r=f—-—g—qgh =
=r=qh— qh - gh =(q, — q, — @h. Portanto, f — g é divisivel por A.

g por h:

189.

190.

197.

198.

199.

200.

201.

c)f-gporh:fg =qh +r = r=fg—qgh =
= r = (q,h)q;h) — qh = (g, - ¢;h — @)h. Portanto, f - g ¢ divisivel por .

Sejam f = 4x" + 3x"- 2 + leg =x + 1.

aynpar » r=f(—1)=4(-1)"+3(-1)"-2+1=28

bynimpar = r=f(-1) =4-1)" +3(-1)""2+1=~-4-3+1= -6
Portanto: se n par, r = 8; se n impar, n = —6.

Para que P(x) seja divisivel por x + a, é necessario que o resto r da divisdo se-
ja 0, mas r = P(-a); entdo deve-se ter P(—a) = 0. Conclusdo: —a deve ser
raiz de P(x).

Sejaf = ax® — 2x + 1;f(3) =4 = 27a—5=4:a=%.
5 0 a b 3 1 | 2

S 10 2420 2a+b+40 42+ 2b+83 | 8a + 4b + 167 |
—

r
q = 5x* + o + dx? + ex + 1135, entdo:

4a + 2b + 83 =115 = 4a + 2b = 32 ¢

r = 8a + 4b + 167 = 64 + 167 = 231

2 8 -1 0 16 ~4
_8 b 4 e
2 a c d I

A terceira linha é a soma das duas primeiras; entdo:

8+ (-8 =a,(-1)+b=c,0+4=4d,16+e=1f.

A segunda linha é obtida multiplicando os elementos 2, g, ¢, d (da terceira li-
nha) por —4, entao:

a-(-4) =b,c- (-4 =4ed-(—4 =ce.

Dessas sete condigdes resulta:

a=0b=0- (-4 =0c=—2 = —l,d=4e=4-(-4) = ~16 ¢

4
f=16+ (—16) = 0.

P(x) é um determinante de Vandermonde. Entéo,
P(x) = (x — a)(x — b)(x — c)(x — d)(@ — b}(@ — c)}(a — d)(b — c)b — d)}c — d).
O resto da divisdo de P(x) por x — bér = P(b) = 0.

Px) = x> — 0,52x — 1,626 ¢ P(1) = —1,146
D) = x — 1,32 e D(1) = —0,32. Portanto:
P(l) + D) = —1,146 — 0,32 = —1,466.

i

Il
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202. P(x) =

204.

205.

214.

215.

216.

a + ax + ... +a,-x"eay a, ..

P.G. de razio é Ent3o:

P(x) = a, + a, - %x + ao(i)zx2 + oo+ ao(—%)“ - x"
=ao[1+i+(§) .+(")"]
- P(-2) = a0[l DL A (—2—2) . (_:2_2_)]

a0[1—1+1—l+...
=ao.0=0'

+ 1 - 1]

f=ax®>+bx+c
Da=1= f=x2+bx+c
II) fédivisivelporx — I = i) =0 = 1 +b+c=0 (D
IIT) Os restos das divisdes de fpor x — 2 e x ~ 3 sdo iguais:
fQ)=1f3) = 4+2b+c=9+3b+c @
Resolvendo (D e @), temos: b = —5e¢ ¢ = 4. Portanto, f = x> — 5Sx + 4.

I) f € polinbmio do 3° grau = f = axX + bx* + cx + d.
I)fseanulaparax =/ = f() =0 = a+b+c+d=0 Q)
III) f dividido por x + I, x — 2ex + 2 darestosiguaisa 6 =

f(—-1)=6 = —-a+b—-—c+d-=

fQ) =6 = 8a+4b +2c+d =6

f(-2) =6 = —8a+4b —2c+d = 6.
Resolvendo o sistema de equacdes, temos: @ = b = I;¢c = —4ed =
Portanto, f = x* + x — 4x + 2.

SU) = f2) = A-3) =

Portanto, r = 0.

0 = fédivisivel por (x — I)(x — 2)(x + 3).

Sejaf =qg + ;g =(x+ Dx - DE - 2);f(-1) =

r<dg=3=>r=ax+bx+c

f=&+ Dx - 1)x - 2)-q(x) + (ax? + bx + c), entdo:

f(-1) =5 > a~-b+c=35

f(1) = -1 = a+b+c= -1

f2) = -1 = 4a+2b +c= —1.

Resolvendo o sistema, temos: @ = ¢ = leb = —3. Portanto, r = x> — 3x + 1.

P(x) = ax® + bx? + cx + d

P(-1) =0 = —-a+b-c+d=

P(l) =10 = a+b+c+d=
P(-2)=10 = -8 +4b ~-2c+d=10
P(-3) =10 = -27a +9b —-3c+d =10

., a, formam, nessa ordem, uma

5, f(1) = f(2).= —1.

218.

230.

5
Resolvendo o sistema, temos: a = ¢ = > b=10d= -5
. . 5

Portanto: P(x) = X+ 104+ 7 - x — 5 e o coeficiente de x% é 5
.f—x3—2ax2+(3a+b)x—3bg x3 — (a + 2b)x + 2a;

f(—1) = = —1 -5 —4 =0

g(—l)—O = —1+3+2b=0

Resolvendo o sistema, temos: a = 3e b = —4.

f=xP+2a%P 94+ g°comp,qg€IN e p>gq
f(—-a) = (~ay + 2-a%-(—a) ~ 9 + aP

Se p e q sdo impares, temos:

f(—a) = —aP + 2-a%-aP~ 4 + aP = 2aP,

Se p e g sdo pares, temos:

f(—a) = aP + 2-a%-af 9 + aP = 4aP.

Se q é par e p ¢ impar, temos:

f(—a) = —aP — 2-a%.-aP "9 + aP = -2a".

Se p é par ¢ g é impar, temos:

f(—a) = a®> — 2 -a%-aP ~ 9 + aP = O (independente de a).
Portanto, p par e g impar ¢ a solugdo.

. P =x" - 1;P(1) = =0 = Rx) =
998 zeros
1 [ 0 0 -1 | 1
1 1 1 1 [ o |
Q) =x + x® + .. +x+ 1 e QO =
Portanto: R(x) = 0 ¢ Q(0) =
. Aplicando duas vezes Briot:
1 0 a b 1
1 1 a+ 1 a+b+1=rm 1
1 2 la+3=
Impondo r, = 0er, = 0, vem:
a+3=0=a= -3
a+b+1=0= b=
PQ2) = 13, P(-2) = 5 e P(x) = (x** — 4) - Q(X) + R(x).
Temos: R(x) = ax + b.

PQ)=(2*-4Q(x) +2a+b = 2a+b=13
P(-2) = [(-2? - 4Qx) —2a+b = —2a+b=>35
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231.

232.

234.

238.

242.

243.

28

e, resolvendo o sistema: a = 2; b = 9; R(x) = 2x + 9.
Portanto: R(1) = 11.

O quociente Q(x) da divisdao de P(x) por (x — 2)°’ tem grau 60Q =4-3 =1
portanto, Q(x) = ax + b.

Temos: .

P(x) = (x — 2)}(@ax + b)

PO = -8 = —8a-0+b)=-8 = b=1

P(I) = -3 = —1@a-1+b)=~3 = a+b=3 =3a=2
entdo:

PX) = (x-2P2x +1) e P =G -2C-3+1) =17

Seja f=x"—aeg=x—-a’=(x - a)x + a).
Entdo:

fa) = a® — a™ = 0

f(—a) = (—a)™ — (—ap" = a¥ — a? = (.

Portanto: x* — g?" é divisivel por x2 — a2, vn € IN.

6 11 4 K 2 8 I ~—‘3‘~
4K | 16K 16 {
6 — ———— —_
3 0 K 2 3 o * 3
r=0= 004 04 k= 3
Seja Q(x) o quociente da divisdo de P(x) por ax — b. Se P(r) = R, temos:

P(x) = Q(x)(ax — b) + R

P(r) = Q()ar — b) + R = ar — b =0 = r=%.

f(x) = x* + 4% + x> ~ x —2e gx) = x2 +3x + 2 = (x + )(x +2).
f(-=1-4+4+1-2=0

f(-2) =16 -32+16 +2—-2=20

entdo f(x) € divisivel por x + / e x + 2, portanto ¢ divisivel por g(x).

fO=xx-2+Ex-D"-1egx)=x2—3x+2=(x — D(x - 2).
Se flx) € divisivel por x — I e x — 2, f{x) sera divisivel por g(x).

Temos:

fH =10 -2"+U~-D"=-1=1"+0-~1=20
f(Q=Q-2"+C2 -1 -1=0+1"-1=0

Portanto: (x — 2)" + (x —1)" — 1 é divisivel por x2 — 3x + 2.

245.

246.

247.

248.

249,

S =X + px + g édivisivel por g = (x — 2)(x + 1), se f for divisivel
porx — 2ex + I, istoé, f2) = 0 e (—1) = 0.

Entao:

fQ) =0 = f2)=8+2p+q = 2p+q= -8

f(-1)=0 = f(-1)= -1-p+q = —-p+q=1.
Resolvendo o sistema, temos: p = —~3eq = —2.

Sejam f = ax?" + bx? - ! + c(n€ IN¥) e g = x(x + I)(x — I). fé divisivel

por g se f € divisivel por (x — 0), (x + ) e (x — ), isto é:
f0) =c =0

f(-)=a—-b+c=0

fl)y) =a+b+c=0

Resolvendo o sistema de equagdes, temos: @ = & = ¢ = 0.

Sejam f = 5x5 — 6x° + I ¢ g = (x — I)°. Aplicando o algoritmo de Briot:
5 -6 0 0 0 0 1 1
s -1 -1 -1 ~1 -1 | 0=r, I
5 4 3 2 1 |0=r,

Temos, entdo: r, = r, = 0 e, portanto, f ¢ divisivel por g e
g =5+ 47 + 37 + 2x + 1.

Sejam f = nx** ! —~ (n + Ix" + I e g = (x — I)’. Aplicando Briot:
n — 1 zeros
n -n-1__"0 0 0o .. 0 i i
n -1 -1 -1 -1 -1 0 1
n— 1 n—-2 n-3 n-—4 1 0

Temos: r; = r, = § e, portanto, f ¢ divisivel por g.

Sejam f = ax"* ! + bx" + leg = (x — I)’. Aplicando Briot:

n — 1 zeros
a b o 0 0 1 1
a a+b a+b a+b a+b a+b+1 1
a 2a+b 3a+2b 4a+3b ..lam+1)+bn

a+b+1=0
an + 1) + bn =0

. a =
Resolvendo o sistema, temos: l b= —n—1
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250. f(x) = x* — ax* + bx’ — bx? + 2x — 1 Resolvendo o sistema de equacgdes (I) e (II), temos:

I) Para que f(x) seja divisivel por x — I, devemos ter: A@) + A(=1) A1) - AL .
fl)=l-a+b-b+2-1=0 = a=2 b=—"—F———ca=—75——-1i
Para a = 2, temos f{x) = X — 2x* + bx* —bx? + 2x — 1. AG) + A(=1) A(=i) — AG) .
Vamos dividir f(x) por x — I aplicando Briot: ¢, portanto: R(z) = 2 + 2 "1z
1 -2 b -b 2 -1 | 1 257. Sejam g o quociente e r o resto da divisdao de f por
1 -1 b -1 -1 1 1 o | g=Kx+2 +49H =(+ Dx + 2D)x — 2. Temos, entdo:
. . , s or<dég=3 = r=ax>+bx+c
entdo f(x) = (x — D' — x* + (b —x* ~ x + 1), f=qg+r=q-(x+ 2)(x + 2iMx — 2i) + (ax* + bx + ¢)
a;(x) f(-2) =0 = 4a—-2b+c=0
fQi)=2i+1 = —-d4a +c+ 2bi =2i + 1
II) Para que q,(x) seja divisivel por x — I, devemos ter: f(=2i)) = -2i+1 = —-4a+c— 2bi = -2i + 1
gy =1-1T+®b-1)-1+1=0>=b=1 Resolvendo o sistema de equagdes, temos: a = % b=1ea= —;«-; portanto:
Para b = [, temos f(x) = (x — D(x* — ¥ - x + n. 5

1
r—?.x'?'f'x*"‘j“.

q,(x)

Vamos dividir g,(x) por x — 1 aplicando Briot:
258. P(x) = (x* — (x> + 1) + R(x)

dR<2 = R)=ax+ b

DRQ2)=9 = P2)=2a+b=29

IDP(-1) =0 = P(-1)= —a+b=26

Dedl) = a=1eb =7¢eRKX) =x + 7,e, portanto,

P(x) = x* — 3% + x + 3.

1 -1 0 ~1 1| 1
1 0 o -1 1 o |

entio q(x) = (x — DX* — 1) = (x — D - DE + x + 1).

III) Finalmente: fix) = x ~ I) - q,(x) = (x — I’ + x + I), entdo f(x) é
divisivel por (x — 1)’ e, como X’ + x + Indo édivisivel porx — I, vemm = 3.

255. Seja P(x) = Q(x)(x + 1}x — 2) + R(x), com R(x) = ax + b.
DP(-1) =3 = R(-1) =3 == a+b=23
IDP2) =3 = R2)=3 = 2a+b=23
Resolvendo o sistema, vem @ = 0 e b = 3; portanto, R(x) = 3.

Capitulo III — Equacdes polinomiais

263. 2 —6 4 0 0o | 1
256. 2) Dados os polindmios | 2 —4 0 o | o |
A@@) = a,z" +a, _ -2z '+ ..+ az+ aa, #0) e ] Q=2 -4 =2x(x—-2)=0 = x=0ou x = 2.
B(z) = b,z + b,_,-2" "'+ ... + bz + by (b, # 0), i Como x, é a maior das raizes, entdo x, = 2 € 5x3 = 40.
existem um unico polindmio ((z) e um unico polinémio R(z) tais que
Q) - B(z) + R(z) = A(2) ¢ 6R(z) < 8B(z) (ou R(z) = 0). 266. Se a e b sdo raizes do polinémio P(x), entdo pelo teorema da decomposi¢do
temos:
b) A(z) = Q(2) - B(z) + R(z) = Q(z)Xz? + 1) + R(®@) IJ P(x) = ay(x — a)(x — b)(x — 1)) ... (x — ry),an # 0
8R(z}) < é6B(z) =2 = R(z) =az + b e, portanto, 6P(x) = 2.
Temos: ‘

274. Sendo f(x) = —x% + 4x? + 7x — 10, notamosque f{l) = -1+ 4+ 7 — 10 = 0.
Entdo f(x) é divisivel por x — I. Efetuada a divisdo, obtemos:
S = (x - D(=x2 + 3x + 10).

A@) = Q> + 1) + R@) = QG)(~1+ 1) +ai +b=ai +b ()
A(—1) = Q(—DI(—1)® + 1] +R(~i) = Q(=i)(-1 + 1) —ai + b =
-ai + b ()

1l
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As raizes da equagdio —x? + 3x + 10 = 0sdo —2 e 5, entdio
=X +3x+ 10 = ~(x + 2)(x — 3).
Finalmente: f(x) —(x - D+ 2)x -5 =( - x)x + 2)(x — 5).

Temos x* — 43 + 82 — 16x + 16 = (x — 2)’(x? + 4).
Recaimos em x2 + 4 = 0, cujas raizes siio x = 2i ou x = — 2i. Portanto:

S = {2,2i, —2i}.

2 -
275. a) 6x> — 5xy + y2 = 6x® — 3xy — 2xy + ¥? = 3x(2x — y) — y@2x — y) = 289. Aplicando Briot sucessivas vezes:

. = (2x — y)3x —

b)x* + 4 = (x2 + 2i)x2 — 2y1;( & ! -1 -3 5 —2 1
As raizes da equagiio bindmia x* + 2i = Osdo 1 — ie —1 + {, portanto: ! 0 = 2 I 0 1
X+ 2i=x-1+dx+1-19. 1 1 -2 { 0 1
As raizes da equacdo binémia x? — 2i = O0sdo ] + ie —] — i, portanto: 1 2 | 0 1
X = 2i=(—1—-dx+1+i. | Y

Temos, entdo:

X+ d=(x -1 +Dx+ 1 —i)x—1- Dx 4+ 1+ i), Entdo, x* — ¥ — 3x? + 5x — 2 = (x — IY(x + 2). Portanto, / é raiz tripla.

276. Se p(x) = ax® + bx’ + o + dx? + ex + fé divisivel por 290. Vamos dividir P(x) por x — I utilizando Briot:
' -1 -1 1 1| 1
0= 20 4 VFx = -2 —ﬁ)
&:/(x) x x 5] e por —1 ) T T o |
&) = x2 — x — 2 = (x + D(x ~ 2), entd dmi i
2' E X ), entdo p(x) admite como raizes os Resulta P(x) = (x — (=2 — 2x — D).
nimeros 0, ——, —1Ie2. | Resolvendo —x2 — 2x — I, temos x; = x, = —ledaix;, - x, = I.
1
A forma fatorada de p(x) sera:
pf/% . 291. x* —~ 20x2 + 36 = (x* - 2)(x* — 18)
p(x) = a(x — 0)(x - —2—)(x + Dx — 2)(x — ). j‘ = (x + V2)x — V2)(x + IWDx — W2)
i a i — - 2 formam, nessa ordem, uma P.A. de ra-
Supondo que todos o ficientes d i i 3 im & ] Entdo as raizes —3v2, —V2, V2, 3V2 L ’
' q s coeficientes de p(x) sejam I'Cf/l;_, entdo r também ¢ real, ' zio 2V32. Portanto, a proposigdo correta é c.
pois x — r é o quociente de p(x) por a(x — 0)(x _T)(x + I(x — 2). ] .
Conclusdo: p(x) tem S raizes reais. 292. x = 2 éraizduplade P(x) = —x* + [Ix’ — 38x* + 52x — 24. Aplicando Briot:
—1 11 —38 52 —24 2
277. Seja B = A — xI. Temos: | iy 9 20 12 | o 2
11 1 1 0 o0 1-x 1 1 ’ 1 7 6 | o0
B = 1 1 1 -x 0 1 0 = 1 1 —x 1
I 1 1 0 0 1 1 1 1 - x / Recaimosem —x> + 7x — 6 =0 = x = loux = 6.
= det B = —x’ + 3x2 = —x%(x — 3). Portanto: S = {0, 3}. ; Como f(x) = log [P()] = P(x) >0 =
: :_(x_2)2(x_1)(x—6)>0=>(x—l)(x—6)<Oex¢2=>
278. Todas as afirmacdes sdo verdadeiras. : = 1 <x<2ou2<x<6 e portanto,
a) Ver item 39. Di;=f{xeRI1 <x<6,x#2}.
b) Ver item 41. . .
c) Ver item 87. \ 293. x = — 2 é raiz dupla de 2x* + 7x¥% + 4x + K = 0. Aplicando Briot:
2 7 4. K -2
286. Aplicando Briot: ) 3 -2 l K+ 4 -2
1 —4 8 ~16___16 2 2 -1 ] o I
1 ) 4 | -8 | 0 2 [0 = K+4=0 K= -4
: 0 4 0 ‘ Portanto: K = —4.
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294. Zeroéraizdupladex® + 3a — ) + @b — Hx* + (@b + Hx + a + b = 0.
Aplicando Briot:

1 3a—-b 2b-4 ab + 4 a+b 0
1 3a-b 2b-4 ab+4]| a+b 0
1 3a—~b 2b—4]ab+4 T
\_w__l
I
r—r—0=>[a+b=0
r="2 " ab+4=20
Resolvendo o sistema, temos: a = 2e b = —2.

295. A equacdo admite duas, e apenas duas, raizes nulas. Aplicando Briot:

1 -5 4 -3 2 m- 5n —g—m—n+2 S—-—m-n 0

1 -5 4 -3 2 m- 5n im——n+2 S—m-n 0

5
3 v
I -5 4 -3 2 m- 5n ?m—n+2 r
k-_—V“J
r;
=1, =0 = 53—m-n=0
—-—m-n+2=0
5
Resolvendo o sistema, temos: m = —Sen = —] oum = % en = 3. Se
m = —5en =— 1, aequagido admite mais que duas raizes nulas. Portanto:

5
m—Ten—3.

296. Zero ¢ raiz de multiplicidade 3 da equagdo. Aplicando Briot:

1 -3 4 12b+—§— a-3b+ 13 ab+ 4 0
1 -3 4 12b+% a—-3b+13 | ab+ 4 0
\-W——/
1 -3 4 12b+—‘;‘— a—3b+ 13 r 0
M—————V———J

1 -3 4 12b + < r,

H__J

ry

ab = —4
n=rn=r=0= Ja-3b+13=0

12b+—§—=0

34

297.

301.

302.

303.

305.

1

Resolvendo o sistema, temos: @ = —12; b = 3 e, portanto:
35
a + b = *T.

2 é raiz dupla. Aplicando Briot:

1 -4 -m 4+ 4m —4m 2
1 —2 —m 2m 0 2
1 —m 0 2
1 2 - m

Entdo: se m = 2, a equacgio algébrica admite 2 como raiz tripla. Logo, m # 2.

Pelas rela¢des de Girard, temos:
a;

Dab + bc + ac = — =3
a3
Eh
I[I)abc = —— =4
az
Port t_1 +_1_+L7bc+ac+ab__3_
ortanto: =+ v ¢ ~ abc T4

Pelas relagoes de Girard, temos:
Dab + bc + ac = 4

II) abc = 1
em que a, b, ¢ sdo raizes da equagdo dada.
1 1 1 bc + ac + ab 4
Portanto: — + — +— = —— "~ =4,
a b c abc

Pelas relagdes de Girard:

I)a+b+c+d=%
II) abed = 1
E = L + ! + ! + :

bed acd abd abc
go At b+c+d 7
- abcd T2

Pelas relagdes de Girard:

Dry+r1,+r13+r1,= -5
I riry + 1ry + 11y + 103 + Iory + 1304 = —11
Entédo: ‘

B4+ +5+0i= (415, + 15+ 1)~ 2(r,0y + [y + T, + Tl + 0r, + I31) =
= (=52 - 2(—11) = 25 + 22 = 47.
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307.

308.

309.

310.
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DL+M+N+P=—gq
IDLM + LN + LP + MN + MP + NP = r

III) LMNP =t
Entio:
L M N P
MNP © TINP Y TMP Y IMN
L? M2 N2 P2
LMNP © TMNP ' IMNP ' LMNP
1
m[(L+M+N+P)2—2(LM+LN+LP+MN+MP+NP)]=
1 ) _ ¢ -2
T[(—Q) - 2r] = -
Da+b+c=0
II)ab + ac + bec = 1
III) abc = 1
Entio:
be 4 ac ab (bc)2 + (ac)* + (ab)?
———— —_— + —_—
a b c abc
abe [(@ab + ac + bc)> — 2abc(a + b + ¢)] =
R _ be ac ab
1[1 21-0]—lelog(—a—+?+T)=logl=0
Da+b+c=0

II) abc = -20
(a+b+c)3=[(a+b)+c]3=(a+b)3+3(a+b)2c+3(a+b)cz+c3=
=a3+b3+c3+3ab(a+b)+3ac(a+c)+3bc(b+c)+6abc=
a’ + b* + c? - 3abc — 3abc — 3abc + 6 abe =
=a’+ bd+ 3 - 3abe
Portanto:a® + b + ¢ = (@ + b + ¢)? + 3 abe
a’ + b¥+ =0+ 3(-20 = -60

I

Dri+r,+r1;=14
Mry-r, 3= -6
Il) r; = r, + r; (condigdo do problema)
Substituindo (II) em (I): 2r, = 4 = r, = 2. .
Portanto: (I) ry - r; = —3; (Il r, + r; = 2 er, ¢ r, sdo raizes da equacio

311.

312.

313.

314.

YW -2y —3=20,0useja, r, =3er; = —1.
Chequemos com a relagio de Girard ndo utilizada:

a4y
Oy + 03 + I, =6 ~-2-3=1= . (confere).

3
Entdo: S = {1, 2, 3}.

Dry+r,+13=9
IHr,-ry-13 =12
III) r; = 2(r, + r3) (condi¢do do problema)
Substituindo (III) em (I): 3r;, = I8 = r, = 6.
Portanto: (II) r, - r; = 2, (ID r, + r; = 3 e r, e r; sdo raizes da equagdo
W -3y +2=0,istoé,r,=1er; = 2.

a
Checando: ryry + 11y + 113 =61 +6-2+1-2=20= Rl (confere).

a3
Logo: S = {1, 2, 6}.

Drp+r+13=>95
IDry-r,-1; = —8
III) r;, = 4(r, + ry) (condicdo do problema)
Substituindo (IIT) em (I), temos: 5r, = 20 = r, = 4.
Portanto: (I r, - r; = —2; (ILI) r, + r; = 1 e r, e r; sdo raizes da equacdo
¥ —y—-2=0,istoé,r, = —ler; = 2.

a
Checando: rir, + 1if; + Iy =4-1)+4-2+(-1)-2=2= a—](confere).
a3
Logo: S ={—1, 2, 4}.
Da+b+c=2
IT) abc = —18
II)c = —a e a > 0 (condi¢do do problema)
Substituindo (III) em (1), temos: @ + b + (—a) = 2 = b = 2.
Substituindo (I1II) em (II), temos: @ - 2 - (—a) = — I8 = a° = 9.
Como a > 0, temos a = 3 e, entdo, ¢c = —3.
a
Checando: ab + bc + ca =32 + 2(-3) + (-3)3 = -9 = a_'(confere).
3

Conclusdo: a + b = 5.

Da+b+c¢c=10
II) abc = 30
I[IHb=c¢c—a e a< b < ¢ (condicdo do problema)
Substituindo (III) em (I), temos: ¢ = 3.
Portanto: (II) ab = 6; I) a + b = 5 e a, b sdo raizes da equacio
Y -5y +6=0,istoé,a =2eb = 3. a
Checando: ab + bc + ca=2-3 +3-5+5-2 =31 =a—;.(c0nfere)
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315.

316.

317.

318.
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Entio:a — b + ¢ = 4.
Obs.: Se a condigdo (III) for imposta de outro modo: ¢ = b — qouag = b — c,
a solugdo encontrada fica incompativel com a < b < c.

Da+b+c¢= -2
II) abc = 2
IMa+c¢c=-lea<b<c (condi¢io do problema)
Substituindo (III) em (1), temos: b = — /.
Portanto: (Il ac = ~2; (Ill)a + ¢ = —1 e a e ¢ sdo raizes da equacgido
Y +y—-2=0istoé,a= —2ec = 1.

Checando: ab + bc + ca (=2)-(-D+(-D-1+1-(-2) =

i

= —-1=_1 (confere).
a3

Logo,a + 2b + ¢ = 3.

Dry+r+1= -4

IDrr, + ey + 1 = —11
IIDr, + r, = ~7 (condigio do problema)
Substituindo (I1I) em (I), temos: r; = 3.
Portanto: (I) ryry, = 10; (1D r,; + r, = —7er;er,sio raizes de
Y+ 7y +10=0,istoé,r, = —-2er, = —5.
Entdo: S = {-5, -2, 3}.

D+ +r+r1,= -4

IDr-ry-r3:1,=9

) r =1, e 1y = ry (condig¢io do problema)

Substituindo (III) em (1) e (II), temos: Dry +1r;= -2,y = 3.
Portanto: de (I) e (II), temos que r; e ry sdo raizes da equacdo

Y +2yt3 =0,ist0é,(r, = ler; = —3),oulr, = —1 +i\/2_er3 =—1-i~2).
a

2
Checando com rjr, + ryr; + 1,r, + LIy + Iy + Iy = = —2, temos:

S=1{-31}. )

Dry+r, +1,=10
I ryryry = 30
I r, = r, — r, (condiciio do problema)
Substituindo (I1I) em (1), temos: 2r, = 10 = r, =5.
Portanto: (II) r;r; = 6; (1) r; + ry = 5er,er;sio raizes da equagio
Y =5y +6=0ist0ér =2er, = 3

Checando: ryr, + 115 + rr; = 10 + 6 + 15 = 31 = — -,
Logo: S = {2, 3, 5}.

319.

320.

321.

Dry+r,+1r;= -5
II) Iy = 36

III) r; = r,r; (condig¢do do problema)

Substituindo (III) em (II), temos: 13 = 36 = 1, = *6.
Portanto:
a) se r; = 6, temos:
(D) ryrs = 6; () r, + r; = —11 e ryer; séo raizes da equagédo
~11 — V97 ~11 + V97
V+1ly+6=0 =1, = 3 er; = 3
b)se r, = —6, temos:
(D) rory = —6; () r, + r; = 1 er,e r;sdo raizes da equacio
¥ —y—-6=0,istoé, r, = —2er; = 3.
Checando: 11, + ryry + 131, = —12. A 12 solugdo ndo convém. Logo:
S=1(-6, -2,3}.
I)r,+r2+r3=—13—6—
II) ryryry = 2

III) r;r, = 1 (condi¢do do problema)
Substituindo (IIT) em (II), temos: r; = 2.

10

Portanto, () r, + r, = 3 (IIl) r,r; = 1 e r; e r,séo raizes da equagdo

3y2—10y+3=0,istoé,r,=—;—er2=3.

Checando: 11, + 1r; + 131 = % +6+ 1= % (confere). Logo:
1
s = [4.23)
Dr, + 1, + 13 +r4=2—56
32
II) riryry + oLy + 1rr + I0r, = e
HI) rirrar, = —%
IV) r;r, = 2 (condi¢do do problema)
Substituindo (IV) em (III), vem: (V) r3r, = ——:—.

De (II) vem:

ety + 1) + () + 1drsry = —

Levando em contaque r; + r, =

5

2
5

4
= 2r; + 1) _‘?(rl t )= -

6
—— — (r; + r,), temos:

32

5
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322.

323.

324.

4 2 4
2(r; + 1y —3—(—2?6— -1y = r4) = ——35— = ntr= -5 (VD)

As condi¢des (V) e (VI) mostram que r; e r, sdo raizes da equacdo
-2 - - 6
59+ 4y — 4 =0,isto é, ry = 252\/3er4= 222\/—.
Temos também r,r, = 2er, + r, = 6; portanto, r, € r, sdo raizes da equagdo
Y -6y +2=0,istoé,r,=37er,=3+ 7.

Conclusdo: S = {3 - V7,3 + V7, "2;2‘/6, ‘222\/—6_ )

Do + 0y + rry = 2
IMrnr, =2 e r + r, # 0 (condi¢ao do problema)

Substituindo (II) em (I), temos: r3(r; + ;) =0 Q r; = 0.
Portanto, a terceira raiz ¢ 0 (zero).

Iy, =7
1) rir; = 1 (condi¢io do problema)
Substituindo (III) e (1), temos: r; = 7.

Portanto: (I} r, + r, = —j—; (1) r,r, = I e r, e r, sdo raizes da equagio

2 — 5y + 2 =0,ist0é,r,=—1—er2=2.

2
. 7 37
Checando: 11, + rry + 131, = 1 + - + 14 = 5 (confere).
Assim, a soma das duas maiores raizes é2 + 7 = 9,
D+ +r= -7
II) nry + nr; -+ Iry == -6
n 3
IID) -7 (condigiio do problema)
o Sr
Substituindo (I1I) em (1) —2i + ry = =7e ()3 + 5r,r; = — 12, temos
197 + 70r, — 24 = ¢ = r,=—~4our, = %.Entﬁo:
a)ser, = —4, decorrer; = 3er; = — 6
_ 6 148 9 . .
byser, = 7g» decorre r; = ——Jg~ ¢ "1 = 7g (falso, pois
6 9 —
rprrs = 79 J9° —Il;i # 72). Portanto,

S = {_6’ —4, 3].

1l

Pl

325.

326.

327.

37
Drp+rn+r13 ="

5
IDnr, + rry + rry = 18
II) ryryry = —252—
IV)r, = - I 2 [ ou r(r, + r3) = 2ryr; (condi¢do do problema)
n o
Substituindo (IV) em (II) r,r; = 6. Entédo, (IlI) r, = 12 eMyr, + r, = 5.

5
De (I) e (II) temos que r, e r; sdo raizes da equagio
Y -5y +6=0istoé, r, =2er; = 3e, portanto:

12
S = !—5-—, 3, 2].

Sejam §; = {r, s, t} e S, = {r, s, u} os conjuntos solugdo das equacdes
X +ax?+ 18 = 0ex’ + bx + 12 = 0, respectivamente. Entdo:

(D r+s+t=-a (IV)r + s +u=20
() rs + st +tr =0 (V) rs +su+ur=2>
(IIT) rst = — 18 (V) rsu = —12
Fazendo (I) — (IV), temos: t — u = —a. (VII)

Fazendo (II) — (V), temos: (r + s}t — u) = —b = r + § = —:-. (VIID)

Fazendo (IIT) : (VI), temos: + = 3. (IX)
Resolvendo o sistema (VII) e (IX), vem u = —3a.

Substituindo t = —3aem (I) e (IIl), vem r + 5 = 2a (Xj ers = %, (XD
Substituindo (X) e (XI) em (II), vem:

6 “1+iV3 -1 - i3

— — — 3: =
a+(3a)(2a) 0 = a 1 = a 1 ou 3 u 3

-2aet =

Comparando (VIII) e (X), vem b = 24°.
b=2a = 2 ou —1;1\/3_ ou —l-zkl\/3—

(respectivamente)

Dry+r,+r;=0

IDrr, + rry + 113 = m
II) riryry = =2
IV) r; = 1, (condi¢do do problema)
Substituindo (IV) em (I), vem 27, + r; = Oedair; = — 2r,.
Substituindo em (ILI), vem r; - r, - (=2r) = —2edair = I.
Entdo, ha 3 solugdes:
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I =rn=1er,= -2

m=nmf, +rn+nr=1-2-2=-3
2?)r,=r2=L42_i\/§—e r, =1 - iv3

m=r1r2+r2r3+r3r,=:——l—%l—3—+(l+i\/§)+(1+i\/§)=§—%i~3—\/—§
3?)rl=r2:—_l—%—i—\£—§‘—e n=1+iV3

m=r,r2+r2r3+r3r,=1-'Pzi\/§+(—l—i\/§)+(—-l—i\/3_)=—_—;”——_Z—i—'%/—§

329. Dr,+1,4+r1;=6
1) rirory; = 6
II) riry + 1rry + 1y = 11
IV)r; + r; = 2r, (condi¢do do problema)
Substituindo (1V) em (1), resulta: 3r, = 6 = r, = 2. Temos, entdo:
V) r; + ry = 4e (Il) r,ry; = 3 e, portanto, r, e r; sdo raizes da equagdo
Y -4y +3=0istoé,r, =1ler; = 3.
Checando: riry, + ryr; + 136, = 2 + 6 + 3 = 11 (confere).
S = {1, 2, 3}.

330. Da+b+c= -6
II) ab + bc + ca = 11

III) abc = —6

IV)2b = a + ¢, ¢ > a, ¢ > b (condicdo do problema)

Substituindo (IV) em (I), vem 3b = —6 = b = —2. Entdoa + ¢ = —4 ¢
ac = 3, logo a e ¢ sdo raizes da equacido y* + 4y + 3 = 0, isto é,

a= —3ec= —1.

Checando: ab + bc + ca = 6 + 2 + 3 = 11 (confere).

Portanto, a + b + 4¢c = —9.

332. Dri+r1,4+r1,=6
I, + rry + ry = K
IIl) ryryry = —64
IV) r;ry = r (condi¢do do problema)
Substituindo (IV) em (III): 1§ = ~64 = r, = —4.
Entao: (IV) ryr; = 16: (D r; + r; = 10 e r; e ry sdo raizes da equagéo
Y — 10y + 16 = 0,istoé, r, = 2er; = 8.
Temos, entdo: (II) K = —24.

334. Dri+rnp+rp+r,=2
Iy, + 6ry + 10y + 1oy + oy + 1314 = 4
HI) 150y + 0rprg + 0030, + g = —6
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335.

336.

337.

338.

IV) ryrrr, = =21

V)r, = —r, (condi¢do do problema)

Substituindo (V) em (I), vem r; + r, = 2.

Substituindo (V) em (III), vem 3 (r; + r,)) = 6 e dai § = 3.

Entdo: r; = V3 er, = —v3 (ou vice-versa).

De (IV) vem ryry = 7, entdo r; e r, sdo raizes da equacdo y° — 2y + 7 = 0,
istoé, r; =1 + WN6er, =1 — iNG.

Checando (II) ryr, + (ry + r)ry + (I} + 1)y + 136, = 01y + 130, =

= —3 + 7 = 4 (confere).

Conclusdo: S = {3, —V3,1 + V6, 1 - ive6).

Drp+rn,+r1n =«
ID o, + ey + 15y = B
) ryryry = v

IV) 1, = —r, (condicido do problema)
Substituindo (IV) em:
D n=a

a - =g = Ba =y
) —r?r, = 5

Dry+1,+13=3
IDrry + rry + 1r; = —4
) ryrory = —12
IV)r, = —r, (condi¢do do problema)
Substituindo (IV) em (I), vem r; = 3.
De (III) vem r;r, = —4, entdo r; e r, s80 as raizes da equacdo y° — 4 = 0, ou
seja, r; = 2er, = —2.
Checando (II): ryr; + 113 + 131y = —4 — 6 + 6 = —4 (confere).
S = {2, -2, 3}.

Dry+r+1;=~h
I rry, + rry + rr; = 2h + 1
HI) oy = —1
IV) r; = —r, (condi¢dao do problema)
Substituindo (IV)em (I): r; = —~; ) = =20 + L; (A1) — K -r;= -1 =

= —r= —1—. Entdo, 2h + 1 =

p = 2"+ h-1=0 =

1
h

=h=—louh = %
Dry4+r,+r1;=a

IDrory, + rry + 1,13, = b

I ryryr; = ¢

IV) r; = —r, (condi¢do do problema)
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339.

342.

344.

Substituindo (IV) em:

I r;=a

a -2 =>b .

() - -r;=c = -r2= —z— De (II) e (II): b = —:- = ab = c.

Da+B8+y=p
IDaB + By + ya = q
D aBy =1
IVa+8=0
-Substituindo (IV) em (1), resulta y = p e em (II) o8 = g¢.
Assim « e 8 50 as raizes da equagio y? + g = 0, istd é, @ = V—geB = —+ —q.
Checando (III): aBy = (af)y = gp, entdo gp = r para que o problema tenha

solugdo § = (v —¢q, -V —gq, p}.
I)rl+r2+r3+r4=188—
18
Mrr, + rry + 1y + 0,03 + 1,1, 41514 = 5
27
HI) ryrpry + Oryry + 1Iar, + Torar, = e
IV) rirorgr, = ——zsl

V) r, = r, = ry (condi¢do do problema)

Substituindo (V) em (I), vem 3r, + r, = -27— V1)

Substituindo (V) em (II), vem < + ryr, = —%— V1)
Substituindo r, de (VI) em (VII), resulta
8r%—l4r,+3=0=(r,=—3—our,=~l-)=(r4=—lour4=—ll). ]

2 4 4

Checando as condigdes (III) e (IV), vemos que s6 satisfaz a solugdo
ry=1r,=r; = 3 ery, = —1

1 === —5¢ry= -1

2

Dry+rn+rn+r1r,= -2

I, + 013 + 01y + 10 + 00, + 131, = p
III) ryrprs + myIyr, + 101, + Lir, = —q

IV) riryryr, = 2

Virp + 1, = —1 .

VDr, -1, = 1 (condi¢des do problema)
Substituindo (V) em (I), vem r; + r, = — I, entdo r;e r,sdo as raizes da equagio
Y+ y+1=0ouseja,r = -1 ; '\/3—er4 - ! ;’\/’?.

346.

347.

348.

Substituindo (V1) em (IV), vem r;r, = 2, entdo r; e r, sdo as raizes da equagdo

. -1 = W7 -1+ N7

¥ +y+ 2=00useja,r = 3 er, = 3 .
De (II) vem p = 4.
De (I111) vem —gq = -3, portanto, g = 3.

Dry+1,+13=20
IDrry, + 1y + 153 = —7
HD rryry = —m
IV) r; = 2r, (condi¢do do problema)
Substituindo (IV) em (I) e (11):
M3, +r;=0()
(D) 2t} + 3r; -1, = =7 (2)
De (1) e (2), temos: 1, = *1]
ayser,=1 = r,=2,r; = ~3em = 6.
byser,= -1 = r,= —-2;r; =3em = —6.
Portanto, m = 6e¢ S = {I,2, —3Joum = —6e¢S = {~1, -2, 3}.

Dri+r,+r=20

II) ryry + 113 + 113 = p
I ryirory, = —q
V)r, = ~rl;— + —rl:,_ = I,I,I; = 1, + r; (condi¢do do problema)
De (IV) e (III), resulta: r, + r; = —q. (3)
De (3) e (I), temos: r; = q. (1)
De (1) e (IlI): r,r3 = —1 e, portanto,
D1, + 1) + 153 =p = a(-x) + (=) =p = g +p+1=0.

Dry+rn,+r3+r,=-p
M, + rry + 1yry + 13 + 01y + 1304 =
I ryrory + rrpr, + 6yrsry + e, = —r

IV) riryr3ry = 8

a) V)r;r, = r,r3 (condi¢do do problema)
Substituindo (V) em (I11) e (1V), temos:
I ryrs(ry + 1, + 13 + 1) = —1(3)
IV) (r,ry)* = s (4)

r z ry
De (1) e (3), resulta: ror; = > e(ryr) = (?) = s.

)

202 o 2 2 _ 2
Lp = 1 = rip?P =12 = sp?=r

b) V) r, + r, = 1, + 13 (condi¢do do problema)
Substituindo (VI) em (I), temos:

p A0
B+ I =T+ 0= -5 Entdo:
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349.

350.

351.

46

2

(D) fry + rry + (1 + 1), +15) = q = nr, + rry; = q — pT
(ID gty + 1) + 0rs(ny + 1) = =1 = 1, + 1,0, = 2r
p
. 2 .
e dai g ——p"i = _br_ e finalmente p° — 4pq + 8 = 0.
Dry+r +13= -2
Iyrr, + 5y + 1553 = p
D rryry, = -8

IV) r,r; = r} (condi¢do do problema)
Substituindo (IV) em (I1I): 5 = ~8 = r, = —2. Entido:
(AV)yriry =4e()r, + r; = Oer,er;sdo raizes da equacio y? + 4 = 0,

isto é, r, = 2ier; = —2i. Portanto,

(I 2i(-2) + 2i(-20)) — 2(-20) =p = p=4 ¢

X+ 2%+ px + 8 =x+ 22+ 4x +8=0;S = {-2, 2, —2i}.
Dry+r,+r+r1,=-p

Iy + 113 + 11y + ry 4 00, + ey = 2
HI) riryry + ryrary + 1130y + 1031, = 1
IV) iy = g

1 .
Vip+r=1cer = . (condi¢ao do problema)
2
Substituindo (V) nas anteriores, vem:
O r+rp=-p-1
(V) ryry = g

ADryry + (r) + )y + 1)) + 131y =2 = 1 + (—p = D)y +q=2 =
=q=0p-+ 2
Doy + 1) + (@ + 1)y =1 = 1-1 4+ (-p-Dg=1 =
= aqp+D=0=(p+2p+ D=0 =
p=-2eq=20

=

p=—-leq=1
I)r|+r2+r3+r4=—ﬁ | |
ID ryr,ry + 1yrpry + 6rsry + s, = ~—§-1—
1
IIT) ryrpryr, = o
IV)rir, = —1 e r3r, = —1 (condi¢do do problema)
Substituindo (IV) em (II) e (I1I), temos:
AD (=Dry + (=Dry + r,(—1) + r(=1) = —%

352.

353.

356.

357.

358.

359.

8 k

—(rl+r2+r3+r4)=a= D k= -8
1
) (-1-1 = o ° m= 1
Portanto, m = I ek = —8.
Da+b+c=20
I) ab + ac + bc = -3
III) abc = —54
Entéo,
—1—+—1-+—1—=——1——[(ab+ac+bc)2—2abc(a+b+c)]
a?  b? c? (abc)?
1 1
= -3 — 2(—54) - 0] = ———
(—say [(-3) ( ) YY)
1 1 1
Portanto: log (? + ey + = = log ST = —log2% 3 =

—Qlog 2 + 4log 3).

Se a e b sFo raizes da equacdo x> — px + B™ = 0, entdo:
Da+b=p

I)a-b = B"

Temos:

ID(@- by (a-b)P = (B - (B™)® =
aa,ba,ab,bb — Bm(a+b) =
logg a® - b - a® - b® = logg B™ =
logga® + logg b* + logg a® + logy b® = mp
logy a* + logg b® + logg a® + logg b? = mp

Sez, = 1 + iez, = —1 + isdo as raizes do polindmio f de coeficientes reais,
entdo f admite as raizes I + i, 1 — i, —1 +ie —1 — i
Logo, o grau minimo do polindmio ¢ 4.

Se o polindmio de coeficientes reais p possui trés raizes, duas das quais sio 0
¢ i, entdo o polindmio pode ser expresso:
p =a®x — 0)x — i)x + i) = ax(x2 + 1) = ax’ + ax (a # 0).

Sel + i, I + i#e2 — isdo raizes do polindmio p de coeficientes reais, entdo
p admite as raizes: 1 + i, ] — i, 0,2 —ie2 + i
Portanto, o grau do polinémio p é maior ou igual a 5.

Fazendo x* = y, temos:
y2+3y+2=0 = y= —louy = —2e, portanto,
2= -1 = x=ioux= —i
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363.
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365.

366.
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= -2 = x=ihJoux= —i2
= {i, ~i, ivV2, —iv2].

Se 1, 2 e i sdo raizes simples e 0 é raiz dupla de uma equacdo polinomial do
6? grau, entdo essa equagio é:

x—0Px - Dx —2)(x—-ix+1)=0

x6 — 3x° + 3x* — 3x3 4+ 2x%2 = 0.

A equagdo algébrica x* — ax® + bx’ — cx + d admite / como raiz dupla e i
como raiz simples. Entdo:
xt—axd + bx? —cx+d=(x— 1Px - Dx+ i) =
=x* - 2% + 2x2 — 2x + 1
Temos:a =b=c=2ed = 1.

Se a equagdo x° + mx? + 2x + n = 0 admite / + i como raiz, entdo admite
I — i como raiz. Temos:
B4+ mx2+2x+n=x-ax-—-1-ix-—1+1i)
=xX+ (a—2x* + (2 - 2a)x + 2a
Entao:

2=2—-2a > a=20
n = 2a e, portanto, m = —2en = 0.

A equagdo 2x) — 5% + ax + b = 0 admite a raiz 2 + i/, entdo admite 2 — ;
como raiz. Temos, entdo:
23 — S5k +ax + b =k(x —m)(x — 2 — ix — 2 + 1)

= kx3 — k(4 + m)x? + k(5 + 4m) — S5km

Entao:
k=2
k(4 +m)= -5 = m= ———;—
k6§ +4m)=a = a= -2
—5km =b = b = 15.
Portanto,a = —2e b = I5.

Se i é uma das raizes e tem multiplicidade 3, entdo —i também é raiz tripla. Se-
ja r a sétima raiz. Temos:

X — x84+ 35 -3 4+ 33 -3+ x -1 =

=x - -PE+ )P =x-+ 1P =

=& -0+ 3x* + 3x2 4+ 1) =
= x7 —rx® + 3x5 — 3rx* + 3x2 —
portantor = leS = {1, i, —i}.

Ix2 +x —r

i

e

367.

368.

369.

Sejam a, b e ¢ as raizes da equagdo do terceiro grau com coeficientes reais e,
sea=1+2ieb+c¢c=3—-2i,temosb=1-2iec=3-2)—-(1-2))=2
e, portanto,

S = {1+ 2i1 — 2i 2}.

P(x) = x* + Cx2 + Dx + E (C, D, E reais)
P(x) = Q(x) - Q;(x) + 15 = Q(x)(x> + 2x* + 4x + 8) + 15
Temos, entdo:

erQ(x) =1 = Qx) =ax + b
P(X) = (ax + b)(x® + 2x> + 4x + 8) + 15
= ax* + (2a + b)x® + (4a + 2b)x* + (8a + 4b)x + 8b + 15
a=1
2a+b=0 = b= -2
4a +2b=C = C =
8a+4b =D =D=0
8+ 15=E = E=-1

ePX) =x*+0x2+0x —1=x*-1.

Como i é raiz de P(x) = 0, entdo —i é raiz de P(x). Temos:
Px) = (x — )(x + )2 — 1) = 0.

As outras raizes sdo /e — 1.

S = {1, —1,i, —i}.

AP =x"+23+x+1=0
P(ly = 5> 0; P(2) = 51 > 0. P(I) e P(2) tém mesmo sinal, entdo a equa-
¢do pode ter 4 ou 2 ou nenhuma raiz real no intervalo dado. Como P(x) > 0
em /] < x < 2, nfo tem raiz que satisfaz I < r < 2.

b)Px) = x> - 3x2+x—4=0
P() = —5 < 0; PQ) = 18 > 0. P(I) e P(2) tém sinais contrarios, entdo a
equacdo pode ter um namero impar de raizes no intervalo dado. Como P(x)
é crescente em / < x < 2, entdo admite ao menos uma raiz real que satisfaz
I <r<?2.

OPX) =23 -T2 +4x +4=0
P(l) = 3 > 0; P(2) = 0. Se P(2) = 0, entdo 2 ¢ raiz de P(x) = 0. Logo, as

. ~ 1 - , .
outras raizes sdo 2e — - Como I < r < 2, ndo existem raizes no intervalo dado.

dPEx) =x* — 9% +4=0
Py = -5 < 0; PQ) = -6 <0. P(I) e P(2) ttm mesmo sinal, a equacéo
pode ter duas ou nenhuma raiz real no intervalo dado.
Como P(x) <0 em I < x < 2, nfo tem raiz nesse intervalo.

e)P(x)=x“+—§—-x3+x+20:0

P = —%8— > 0; P(2) = ————1;0 > 0. P(I) e P(2) tém mesmo sinal, entdo a
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370. Pelo teorema de Bolzano: P(-1)>0ePQ) > 0. P(—

371. Pelo teorema fundamental da al

372. x — | =

equacdo pode ter 4, 2 ou nenhuma raiz no intervalo dado. Como PXx) > 0

em I < x < 2, ndo tem raiz nesse intervalo.
Portanto, a alternativa correta é b.

1) e P(2) tém mesmo si-
nal, entfo existe um numero par de raizes reais de Px) = 0em -1, 2e, por-
tanto, a alternativa correta é 4.

gebra: a equaciio admite ao menos uma raiz
complexa z = g + ip, entdio admite z = ¢ — b como rajz. Portanto, a outra
raiz ¢é real.

O,comnparen > 5 » € uma equacio binémia. Suas n raizes sio as
, . . 2kw
n raizes enesimas de 1, dadas pela férmula 2y = Cos n

k=012 ..,n-1.

. 2k~
+ i-sen

,» com

n
Para k = 0 temos Zg = 1, para k = 5 temos z,,, = —/ e para os outros

n — 2 valores temos z, ndo real.
Entdo a alternativa a esta correta,

373. Dividindo x° + 4x2 + x — 6 por x — ], obtemos:

374. Se — ] éraiz de ¥ + m+ DX + m+ 9x + 9 =

376. P(O) = -] < 0;P3) = —49 < 0.

377.

50

x3+4x2+x—6=(x—l)(x2+5x+6)
entdo as outras duas raizes sio as raizes de x2 + S5x + 6 = 0, isto é, —3 e
—2; portanto, reais ¢ negativas.

0, entdo as outras duas
sdo raizesde x> + mx + 9 = ¢, Temos, entio:

A20 = A=m-36>0 = m - 6)(m + 6) >0 =
= m< -6 ou m> 6,

P(0) e P(3) tém mesmo sinal, entdo P(x) = 0
pode ter duas ou nenhuma raijz no intervalo dado. Mas Px) <0em0 < x < 3
€, portanto, ndo existe nenhuma raiz real.

f0) = 0 = 0éraiz.

! -—4-3
Portanto: / raiz real.,

378.

379.

380.

381.

382.

383.

384.

PO) = a; P(—2) = a — 14. Paraque P(x) = X + x* + 5x + atenha a(1>4men05
uma raiz real em }1—2, 0[, devemos ter P(-2) - P(0) < 0 = ola — 14) < ¢
e, portanto, 0 < o < I4.

P2y =6 - k; P3) = 18 — k. Paraquey = X’ — 2x% + 3x18— klt;nha um
zero entre 2 ¢ 3 é necessario que P(2) - P3) < 0 = (6 — k)18 — < Oe,
portanto, 6 < k < 18.

Para que fix) = x* — 2x? + 3x — k tenha um ou trés zeros entre / e 2 é neces-
ario que P(I) - P(2) < 0. Temos, entido:

;(1)32-« kPR =6-k = P)-PQ =2 -k -(6-k <oe,
portanto, 2 < k < 6.

Seja P(x) = 2x* + bxX3 — bx — 2 = 0. Temos: P(I) = Oe P(—1) = 0.
Aplicando Briot:

2 b 0 -b -2 L
2 24b 240 2 | o -1
2 b 2 ] 0

e recaimos em 2x° + bx + 2 = 0, que devera ter duas raizes reais distintas en-
tre si e distintas de / e — /. Entdo:

A>0 = b>-16>0 = b< —4 oub>4

2:-124+Db-14+2#0 = bz —4

2- (-1 +b-(-1)+2%0 =b # 4,

Conclusdo: b < —4oub > 4.

Trata-se de um polindmio f = ax® + a,xz + a;x + a,de C(?eflcllin;es retzls
(pois tem grafico cartesiano) com uma raiz ‘lgual al. ‘~'2 e outr'a igua co, Efn o
ndo podera ter a terceira raiz complexa (pois admitiria também a sua conjuga-
da). Alternativas a e ¢ descartadas.

fl0) = ay = —3 = alternativa b é correta.

O grafico indica um polindmio de coeficientes reais que tem ana raiz ~dupla ne-

gativa, uma raiz simples igual a zero e uma raiz s1m91es posm.va,‘ entdo o grau

do polinémio é no minimo 4. Como o poliné6mio ten} 'lnmlte + o para}

X — 400 e parax — — oo, entdo seu grau é par e seu coeficiente dominante ¢
[}

positivo; portanto, pode ser do 6° grau.

P(-2)= —leP(=1) =2 = P(-2)-P(-1]) < 0 = existe pelo menos uma
i intervalo 1 -2, - 1. .

;;l(lz_rze)al:(; . PEO) 2] ~4 = P(=D-P0) <0 = existe pelo menos uma
i intervalo 1 -1, 0. . ,

tr‘f(loz) i hy L“z% =]_7 = PO - P(l) > 0 = existc um nimero par de

raizes reais no intervalo 10, I[.
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390.

392.

393.

397.

398.
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‘erecaimosemx — 5 =

P(ly = -7ePQ) >0 = PU)-PQ2) <0 = existe pelo menos uma raiz
real no intervalo ] /, 2[. Como P ¢ um polindémio do 5° grau de coeficientes
reais com duas raizes imaginarias, entdo P tem trés raizes reais o, 8 e v tais
que -2 <a< - -]l<fB<0el<yc<?2

O coeficiente dominante de f = x™ + agx™ -~/ + .
(a, = I). Entdo, se f(x) =

+ a, = 0 é unitario
. . . P .
0 admite uma raiz racional 7, €ssa raiz é necessa-

riamente inteira, pois ¢ = /. Portanto, Sx) = 0 ndo admite raizes reais fracio-
narias e as eventuais raizes inteiras sdo os divisores de a,.

Seja P(x) tal que P(x) = x> — 9x? + 23x — 15 = 0. Entdo:
qg=1 > %e (£1, £3, 5, +15}
P(l) = 0; PG3) =

1 -9 23 _15

1 _8 15 | o 3

1 s | o

0 ou x = 5. Portanto, S = {1, 3, 5}.

Seja P(x) tal que P(x) =
P

— € {1, £2

q { }

P(1) = 0; P(—1) =

3 -2 - x4+ 2=

0; P(2) = 0. Entdo, S = { -1, 1, 2}.

Seja P(x) tal que P(x) = x5 — 8x3 + 6x2 + 7x — 6 =

o € (£1, %2, 23, *6)

P(=1) = P(1) = P(2) = P(=3) = 0; P(-2) # 0; P(3) = 0; P(~6) = 0 e
P(6) # 0. Entdo, S = {—1,1,2, -3}.

Se a equagfio 4x° — 3x? + 4x — 3 = 0 admite i como raiz, entdo —i é também
raiz da equagio. Temos:

=QXX ~Dx+D)=@Ux -+ 1) e P(%) = 0.

Portanto, a equac¢do admite como raiz um numero racional. Alternativa b.

3-3x2 4 4x — 3

Seja P(x) = 3x — 13x2 + 13x — 3 =
_p_eltl, + 1,:3]

P(l) = P(—l—) = P(3) = 0. Entdo, S = ll, —l—, 3].

399.
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401.

402.

403.

SejaP(x) = 15x* + 7x2 — 7x + 1 = 0.
L [1l s 11 1 ‘

q 15 5°

P(-1) = P(

1 1
P( ) 0. Portanto, S = {_l’—S_’T"

Seja P(x) = x5 — x* — 82x} — 281x%> — 279x — 198 =
B o (t1, £2, £3, %6, +9, *11, £18, £22, £33, £66, £99, * 198}

q
P(—3) = P(-6) = P(11) = 0. Aplicando Briot:

1 -1 - 82 —281 —-279 —198 -3

1 —4 -70 -71 — 66 0 —6

1 ~10 -10 _-11] o 11

1 1 1 | o

-1 + W3 -1 -3
erecaimosem x2 + x + I = Qou x = —2——’——oux = ——2—~e
-1 +iW3 —-1-iV3

s = 11, -3, -6, = 5 V3 .

Seja P(x) = x5 + 8x* + 21x? + 60 = 0.
P(x) > 0,vx,poisx® 2 0,x* > 0ex? 20,
portanto, ndo possui nenhuma raiz inteira.

Seja P(x) = x> + x2 — 4x + 6 = 0.
—g—e (%1, 2, +3, +6)
P(-3) =0 = P(x) = (x + 3)(x2 = 2x + 2) = 0 e resolvendo a equagdo

X —2x+2=0,temosx = I + ioux = | — ie, portanto,
= {=3,1+1i1—i}.

As possiveis raizes racionais da equacgdo 5x' — 37x2 + 90x — 72 = 0, em

que todos os coeficientes sdo inteiros, sd0 os nimeros da forma —g- em que

qef{l, -1,5 —5})e

P € (1’ '—11 27 —2’ 3, _39 43 _41 69 _6v 8) _81 99 —9, 12»
24, —24, 36, —36, 72, —72)

Testando os nimeros £ inteiros, encontramos a raiz x = 2. Aplicando Briot, temos:
q

-12, 18, —- 18,

5 -37 90 72| 2
5 27 36 o |

As demais raizes sdo raizes de 5x2 — 27x + 36 =
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405.

406.

407.

408.
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ouseja, x = 3oux = ITZ

Conclusdo: S = |2, 3, —15—2—]

Seja P(x) = x* — 3x* — 4 = 0Oe, se i é a solucio da equagio, entdo — i é tam-
bém solugdo da equacdo. Temos: .

x“'— 3x2 — 4‘ =_Q(x)(x - + 0 = (x2 — 4)(x> + 1) e, portanto, as outras
raizes s3o reais, isto é, x = 2oux = -2,

Resposta: duas.

x—ax-b)=0 = §, =‘[a,b],a,b€Q
XX -2=x+V2)x—V2)=0 = S, = (v2, —V2} ev2e —vV2 € R,

Entdo, as duas equacdes nio podem ter raizes comuns.

X
4(3)—5(;)=5 = 4x> — 27x* + 23x — 30 = 0
P
‘(‘l_e [i—i—, i%, i—;—, ey T1, 22, £3 45 +6, ..., 230
P(6) = 0. Aplicando Briot-Ruffini:

4 -27 23 -30 | 6

4 _3 s | o

‘5

erecaimosem 4x’ — 3x + 5 = Qou x = 3;12— ¢ IN. Portanto, S = {6].

8

A
%“-:70 = x>+ 3x? — 68x + 140 = 0
x—1,2

%e (£1, £2, £4, £5 +7, . *140}
P(5) = 0. Aplicando Briot:

1 3 -68 140 | 5
1 8 281 o
e recaimos na equagio x> + 8x — 28 = 0,isto é, x = —4 * 2NI].

Como x € IN, temos que § = {5].

1 . .
a)P(x):( —T—L\/z—i)(x—%+§)(x—5)=0
- x+ Dx - 5)
=x'-6x24+6x — 5= 0.
b)(n + 1)) = n — 2) + (n —1)) + n? (condigdio do problema), entio
n — 6n’ + 6n — 5 = 0, n inteiro. Usando o item a, n = 5, e, portanto,
0s quatro inteiros consecutivos sdo: 3, 4, 5 e 6.

409.

410.

411.

412.

413.

Fazendo 2% = y, a equagdo fica:

v + 14y} — 96y? — 896y + 2 048 = 0.

Pesquisando entre os divisores de 2 048 as raizes inteiras dessa equagdo, encon-
tramos as raizes 2, 8, —8 ¢ —16. Dai vem:

y=2 = 2% =2 = 2x=1 = x=

3 = x =

y=8 = 2% =8 = 2x

y=—8 = 2% = -8 = ix
y=-16 = 2% = —16 = ix.

e _ |1 3
Conclusdo: S = {7, 7]

Seja P(x) = ax® + a, _ x"~ ! + ...
mial de coeficientes inteiros.

Se P(x) admite como raiz o numero irracional ¢ + b, entdo admite a — Vb
como raiz.

Chamemos de g = a + Vbe g = a — Vb. Temos que @" = q".

+ 3, = 0, a, # 0, uma equacio polino-

Provemos que ¢ = @ ++vb = a — /b é raiz dessa equagio, isto ¢, P(g) = 0.

P@ = a,@" + a, (@" '+ ... + 2@ + a
=a,q" +a,_ @ |+ ..+aq+ a
=2, +a, 9" !+ ..+ aq + a
=aq"+a,_,q"" '+ ...+ aq + a,

=P(@=0=0

Se 1, 2 e I — /2 sdo raizes de uma equagéio de coeficientes inteiros, temos:
x-DE~2)x -1 +V2)x -1 ~-+2)=0

-3+ -2x—-1)=0

- 5x 4+ X2 —-x-2=0

Se I + V2 é raiz da equacdio 3x* —5x° — 7x? + 3x + 2, entdo I — V2 é tam-
bém raiz da equagdo. Temos, entdo:
3k — 53 — T2 4+ 3 4+ 2= QX — I +V2Mx — 1 — V2)

=032+ x-9QF - 2x - 1)

2
e resolvendo a equagdo 3x° + x — 2 = 0, temos x = —Ioux = 3 e, por-
tanto, S = —1,%,1 +2,1 — V2t

x=-2P=4-~x = x} - 6x> 4+ 13x — 12 = 0. Entiio:

%e [*1, £2, +3, *4, *6, *12}.
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P(3) = 0 e dividindo a equagdo por x — 3 encontramos o quociente

x2 — 3x + 4 = 0, ou seja, x = 3 +2'\/—7—oux -3 _2i\/7.
Portanto, S = {3, 3+ l\ﬁ-, 3= T .
2 2
Capitulo IV — Transformacdes
415. -2 3 —4 2
3 10| 22 =R,
3 | -16=rgR,
3 = R2
Portanto, P(x) = 3(x + 2)> — 16(x + 2) + 22.
416. 1 2 -3 4 )
2 -1 3 | -2=mg,
2 1 | 4=g
2 | 3=g
2 =R,

portanto, y = 2(x — 1)* + 3(x — 1)> + 4(x — 1) — 2 e o coeficiente de
(x —1)2¢éR, = 3.

417. A transformada aditiva é Ry(x + a)> + Ry(x + a) + R, = 0.
Aplicando Horner-Ruffini:

—-a 5 -3 8
5 ~5a -3 | Sa+3a+8=R,
5 —10a — 3 = R,
5 = R2
Para que a equacio seja desprovida do termo do primeiro grau, devemos ter:
3
Ri=0= ~10a-3=0= a= 10

2.
R, =5R, = 5( —3—) + 3(——%) + 8 = —ﬁe, portanto, 100y? + 151 = 0.

“10 20

419. Basta fazer a transformac¢io multiplicativa y = 2x. Entdo:
RANTE AL _Y_) —2 -
5(2) 4(2)+7(2 2=0
5y — 8y> + 28y — 16 = 0
56
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422.

423.

425.

426.

Basta fazer a transformagido multiplicativa y = 4x. Entdo:

AR

y} — 4y? + 32y — 192 = 0.

A transformada aditiva é:
Ry(x — 2)° + Ry(x — 22 + R{(x — 2) + Ry = 0.
Aplicando Horner-Ruffini:

2 2 ~1 1 ~1
2 3 7 | 13=R,
2 7 | 21=R,
2 11 = R,
2 = R,

Portanto, 2y> + 11y? + 21y + 13 = 0.

SejaPi(x) = a,-x"+a,_x""'+ ..+a-x+a =0.Sendoemy =x— h
aditiva, temos

Pyy) = R,-y" + R, -y"~ ' + ... + Rjy + Ry = 0, entdo para que P,
admita raiz nula, deve-se ter R, = P,(h) = 0, ou seja, h é raiz de P,.

PX)=x -3 +4x —6=0P(y) =y +y—-4=0ey =x+ a.
Aplicando Horner-Ruffini, temos:
—a 1 -3 4 -6
1 —-a —3 a> +3a+4 —a’-3a2-4a-6=R,
1 —2a — 3| 3a%2+ 6a + 4 =R,
1 l —-3a - 3 =R,
1 = R,
portanto,
—a' —3a® — 4a - 6 = —4
3a> + 6a + 4 = 1 = a= —1
~3a-3=0

Entdo, a relagdo de transformagdoé y = x — 1.

P(x) = ax® + bx? + ¢x + d = 0;y = x + k arelagiio de transformagio. Temos:
A transformada aditiva é:
Ryx + k) + Ry(x + k)2 + Ri(x + k) + R, = 0.
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Aplicando Horner-Ruffini, vem:
-k a b [ d

a_  b-—ak ak? — bk + c| —ak® + bk2 — ck + d = R,
a b - 2ak | 3ak®— 2bk + ¢ = R,

a b — 3ak = R,

a =R,

Para nio ocorrer o termo do segundo grau, devemos ter

R,=0 = b-3ak=0 = k = 2>
3a
b \2 b -b? + 3ac
R; = a; R| = 3a(§) - Zb(g) te= —a——
b3 b \? b 2b3 — 9abc + 27a%d
Ry = —a(3a) * b(3_a) - °(3a) td= 27a '

Entdo: 27a%y? + (27a’c — 9aby + (2b° — 9abc + 27a%d) = 0.

4x5 — 21x* + 212 ~ 4 = 0

22 espécie e grau par = I e — 1 sdo raizes
4 0 —21 0 21 0 —4 1
4 4 17 -17 4 4 | o ~1
4 0 _17 0 4 | o

Recaimos em 4x* — 17x2 + 4 = 0
Fazendo x> = y, vem 4y2 ~ 17y + 4 = O e dai

N VA C RN &
YETE yEounry=-g
entdox = *2oux = i—é—.

- _ B 1 1
Conclusdo: S = {1, —1,2, -2, > T3

ax’ — bx* + (3b — 5a)x* — 3b — Sa)x® + bx — a = 0.
Trata-se de uma equagdo de 22 espécie e grau impar = [/ ¢ raiz.
a -b 3b —5a Sa — 3b b —a | 1
a a-b 2b-4a a-b a | o |

Recaimos em ax* + (a — b)x* + b —4a)x + (a — b)x + a =0
1

2 -0 =
X2

il

= ax2+(a—b)x+(2b—4a)+(a—b)-)l(—+a

a(x2+%)+(a—b)(x+—;1(—)+(2b~4a)=0=

~(@a—~b) t(5a —b)
2a

ay’ + (@ —-b)y+(2b-6a) =0 = y =

it T R i T

436.

437.

b - 3a

y=2o0uys= 3
I)x+-)l(—=2 > xX2-2X+1=0= x-12=0= x=1
11)x+l=—9—12—3i= ax! + Ba-bx+a=0 =

X

b — 3a * \/5a? — 6ab + b’ _

X = .
2a ’

g ) —3a + b + V5a2 — 6ab + b? —3a + b — /5aZ — 6ab + b?

2a 2a

X6+ 8ax’ + (b — 2x* + (da + b+ X +2ax2+ (b—2ax—1=0

a, = —a, grau par = 2% espécie, par.
Entdo: 8a = ~(b — 2a) 1
b-2= -2a =>a=T;b=3;c:—l
42 + b+ c=0
Portanto: x® — 4x° + x* — x2 4+ 4x — 1 = 0 = 1 e —1 sdo raizes
Briot:
1 —4 1 0 -1 4 —1 1
1 3 2 -2 -3 1 | o 1
1 —4 2 —4 1 | o

Recaimos em x4 — 4x3 + 2> — 4x + 1 =0 =

1 1
2 _ - 2 _ 4y =0 =00 = 4,
(x+—2—x) 4(x+x)+2 0 =y y =y u 'y

I)x+%:0 = xX+1=0 =x = %j

Il)x+%=4 > X2 —4x+1=0 > x=2%*t+3
S =1{1, -1,i, —i,2 + V3,2 - V3].

22 espécie e grau impar: / € raiz.
1 -5 9 -9 5 -1 | 1
1 -4 5 —4 1 | oo

“«
[ 3]
|
o
<
+
w
1
(=]
s
~
It
Q
=
]
It
w

1 1+iV3

Dx+—=1 = x=
X
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=3 = X = Y7
) 2 raizesde 7 + 22 + z2 + z + 1 = 0Osdo asraizesde 7 — I = 0, exclusio
S =11, 1*iV3 3:45 feitaaraiz z = I. Asraizes imaginarias da equagdo binémia z’ = I sdo dadas por
2 2 : 2kw . 2kw
7, = COS 3 + i - sen 5 comk € {1, 2, 3, 4}
439. 1? espécie: — 1 é raiz, , - d N 2 .. 27 :
2 —3 _3 2 | i e essas raizes estdo em P.G. de razdo g = cos—~5—+ i- sen 5 pois os
2 -5 2 | 0 argumentos dos z, estdo em P.A. de razdo r = —€57r—; entdo:
22 - 5Xx +2 =0 o X=20ux=-;— z,,, =12,-q paratodop € (1, 2, 3}. k
S - 1 1 Nota: Talvez seja interessante notar que:
- _'2’7’~ V2. 21 _ (S - 1 +i-VI0+2V5
Z|=COS—5—‘+1'SCH"‘T: 4
440. 1? espécie: — ] é raiz. ZZ:C()g,i7_r.+i.sen~——47r = —(S 4D+ 10“2\/5—
1 1 1 1 | -1 5 5 4.
1 0 1 | o z;=cos——65"r +i-sen———657r = —(\/?“Ll)_;' 10 - 2V5
XX+ 1=0 =x=%j . - s_z;£+i_sn87r_(x/?—l)—-i-x/10+2x75
S ={-1,i, ~i}. 4 = CO8 3 s = 4
441. 6x* + 35% + 62x2 + 35k + 6 = 0 = 443. 1?2 espécie: — I é raiz:
1 _ _ —
6(x2+_;)+35(x+i)+62=0= 1 4 1 1 4 1| -1
x X 1 . -5 6 -5 1 I oo
6y> + 35y + 50 = 0 - 10 - _3
R 3 M Yy= -5 y“—-5y3+6y2—5y+1=0=>(y2+—12—)—5(y+%)+6=0
1 10 y
I)x+‘x“———3-=’X=—3oux=~—-;—. x> - 5x+4=0 = x=40ux = 1.
] 1
H)X+—)l(—=——;—=x=—20u)(=__;_' I)y+'y_=4= Y=2t\[3—-
| 1 1 1£iV3
S={——, -2 — _ 11 + — =1 = —
) i e
s:[—1,2—J§,2+\/§, 1_2‘ 3, 1+2‘ 3
442. ) + 2 + 22+ 241 =0 = | .
) 1 1 444.-——i—x—-=—1—:x“—4x3—6x2—4x+1=0
(Z+§+“7)“=°=YZ+Y—1=0= 1+t 2 B
_ —1*45 x2+i—4x+—l——6:0=>y2—4y—8=0=>
y _“_‘_‘-2 XZ X
1)z+i=;1_;£=z=—(l—\/5—)rix/m+2\/§ | y=“12‘/3—
z
4 Dx+—=2+ 2V3 = x=(1+V3) £43 + 23 .
11)z+i=:'_2-:/_5__=,2=—(l+x/5")ti«/10—2\/3‘ ’1‘ ( )
z .
b Convé ] 4 Ix+—=2- 23 = x=(01-+3)*iV2v3 - 3
onvem notar que z° — I = (z — I)N(z* + £ + 2+ 7+ 1), portanto as X
S={(1++V3)*V3+231-+V3)*ivavi - 3.
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445. Seja a P.G. (a, aq, ag?, aq?, q*. Devemos ter:
Da + aq + ag® + aq® + aq* = 484
II)aq + aq® = 120
Entao:
l+qg+q*+ @ + g 484

q+ g -

l .
. 3o(qz+az_)_91(q+~(‘?)+30=o = 30x - 9Ix - 30 = 0 =

_a0
3 S 10
1 10 1
I)Q+?=T=>(Q=3ouq=7)=(a=4oua:324)

1

3
11 4+ —_—= -
)q q 10=»q¢IR

PG 4, 12, 36, 108, 324) ou (324, 108, 36, 12, 4).

446. —x

3 ————x3+x2~—3—x+7=0=
;(x2+;12—)——;—(x+~3(-)+1=0=3y2—2y—0=y=
I)x+%=0=~ X = %j

u)x+i=%= X = 1132“/3—.

S _ [1’_1’ 1+32i\/3_’ 1—321\/3“]

Capitulo V — Raizes maltiplas e raizes comuns

452. P(x) = 5x> + ax? + bx + ¢
a) P(x) + k(x — DP'(x) + x2 - DHP"(x) =0 =

130 e dai 30q* — 91q> + 3092 — 91q + 30 = 0 =

5x3 4+ ax? + bx + ¢ + k(x — D(15%% + 2ax + b) + (x2 — D-(30x +2a)=0>

(35+15k)x3+(3a+2ak—15k)x2+(b+bk~2ak~30)x+(c—bk—~2a)-=—0

temos: 35 + 15k = 0 = k = ——;.
b) Substitui _ 7 N .
ubstituindo &k = — -3 nas equagdes abaixo, temos:

I)3a + 2ak — 15k = 0 = a = 21,
b + bk — 2ak -~ 30 =0 = b = 51.
M)c—-kb-2a=0 = ¢= —77
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453.

454.

455.

458.

459.

c) P(x) = 5x> + ax? + bx + ¢ = 5x3 + 21x% + 5lx — 77
P(1) =0 = P(x) = (x — 1)+ Q(x). Aplicando Briot:
5 21 51 -77 |1
5 26 77 1 o

Entdo: Q(x) = 5x* + 26x + 77 e
P(x) = (x — 1(5x% + 26x + 77).

Px) =3x*+12x — 7 = P'(x) = 12x* + 12 =
P'(~1) = 12(—=1)} + 12 = 0 e, portanto,
P'(—1) = 0.

Px) = (x — a)- P'(xX) = P’(x)¢é quociente da divisdo de P(x) porx — a =
coeficientes dominantes de P(x) €. P’(x) sdo iguais (basta lembrar o dispositivo
de Briot). Entdo:

a, =n-a, edai a(n - 1) =0 > n=1.

a, = lea, = 2p — I e o polindmio tem grau par, entdo:

Px) = x + a2y, x4+ .. +axt+ax+@2p~-1
P'(x) = 20x ! + 2n — Day, _ x>~ 2 + ... + 2a,Xx + a,

a) P(0) = 2p — 1| é um numero impar.

b) P(0) = 2p — 1 # 0. Zero nio € raiz de P(x).

c)6P’'(x) = 2n — 1 = 6P’'(x) é impar. )

d) O coeficiente do termo de maior grau do polinémio derivado é 2n, logo é par.

¢) O valor de P(x), quando x é nimero par, ¢ a soma de parcelas do tipo ax’
com g; inteiro. Essas parcelas sdo todas pares, com exce¢do da ultima 2p — 1.
Entdo a soma ¢ diferente de zero.

Portanto, d é a afirmacio falsa.

fx) = x) -~ 3x + 8 = 0.

A equacdo tem raizes iguais se aceitar como raiz uma raiz de f'(x) = 0, entdo:
f'x) =3x2 -3 =0 = x = *1. f(1) # 0; f(—1) # 0 e, portanto, a equagio
nido tem raizes iguais.

fx) = x> —2x* +3x3 - 71X+ 8 -3 =0
f(x) = 5x* — 8x> + 9x2 — 14x + 8
.
fO(x) = 20x> — 24x% + 18x — 14 (raizes: 1, —%\/6——9)
4t 14)

fO(x) = 60x> — 48x + 18 (raizes: —0

fP(x) = 120x — 48 (raiz: —2—)
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460.

461.

64

I) Se existir um namero r tal que fir) = f“) = 0, entdo r tem multiplicida-

de 5. Mas f(r) = f(%) # 0.
I) Se r for raiz de multiplicidade 4, entdo f(x) = fO() = 0. Mas

.
S = £ (25 ,;,m) 0.

II) Se r for de multiplicidade 3, entdo fir) = fO() = 0.
fOx) =0 = 20x3 — 24x2 + 18x — 14 = 0
Pesquisando as raizes, encontramos f(I) = 0.
Checando: f(1) = 5 — 8 + 9 — 19 + 8 =
Logo, I ¢ raiz tripla.

0.

f(x) = x> — 5x2 + 8x — 4 = 0; fi(x) = 3x2 — 10x + 8;

fOx) = 6x — 10; fx) = 6 = 0

Se existir um nimero r tal que f(r) = fO) = fO() = Oe fOU) = 0, tere-
mos uma raiz tripla.

fPx) =0 = 6x - 10=0 = X=—§~;masf(%);¢(),
%) =0 = 3x* — 10x + 8 = 0 = X=20uy(=_‘;_

f(2) = 0, entdo 2 ¢ raiz dupla. Aplicando Briot:

1 -5 8 -4 2

1 -3 2 0 2

1 -1 1 o
recaimos em x — I = 0; portanto, S = {1, 2}.
a) f(x) = x* — 12x3 + 52x2 — 96x + 64 = 0.

f(x) = 4x3 — 36x% + 104x — 96

fOx) = 12x2 - 72x + 104

fO)(x) = 24x — 72; f¥x) = 24 # 0. Temos, entio:
fOx) =0 = 24x — 72 = 0 = x = 3, mas f(3) # 0.

fAx) =0 = 122 - 72x + 104 = 0 = x = 9i3\/?ef(9r3«/’3‘)¢0.

fOx) =0 = 4x> ~36x2 + 104x — 96 =0 = x =2 0ou x =3 ou x = 4
Testando essas raizes em f(x), encontramos f(2) = 0 e f4) = 0.
Portanto, 2 e 4 sdo raizes duplas.

b)x + x*—5x3 - x2+8& -4 =0
f(X) = 5x* + 4x3 — 15x2 — 2x + 8
fPx) = 20x* + 12x% — 30x — 2
fOx) =0 = 20x* + 12x2 — 30x — 2 = 0.
Uma das raizes da equacio fP(x) = 0 ¢ 1.

462.

466.

467.

Testando em f(x) e fY)(x), temos:
fth = 0e f9) = 0, entdo 1 é raiz tripla. Aplicando Briot-Ruffini:

1 1 -5 -1 8 —4 1
1 2 -3 _4 4 | o 1
1 3 0 —4 0 1
1 4 s | o
recaimos em x> + 4x + 4 = 0 e dai x = —2 com multiplicidade 2 e, portan-

to, I é raiz tripla e — 2 ¢é raiz dupla.

x* —x' -3 4+ 5x -2 =0.

fi(x) = 4% — 3x2 — 6x + 5

fA(x) = 12x*> —~ 6x — 6.

Se a equacdo admite uma raiz de multiplicidade 3, entdo deve existir um niime-
ro r tal que f(r) = fIN) = fOr) = 0e fO) = 0. Entdo:

f‘z’(x)=0=>1‘2x2—6x—6=0=x=10ux:——;—;f(1)=0e
f (~§) # 0. Assim, I é raiz tripla. Aplicando Briot:
1 -1 -3 5 -2 1
1 0 —3 2 | o 1
1 1 2| o0 1
1 2 | o
recaimosem x + 2 = Qedaix = —2.
S = {1, —2}.

¥ -3 -9 +A=0
a) Se a equacgdo admite uma raiz dupla, entdo existe um ntimero r tal que
S = fO) = 0e fO(r) # 0. Entio:

fOx) = 3x2 -~ 6x ~9=0 = x=3o0ux=—1le
Df(—-1) =0 =» 5+ X=0 =2 \X= —5.
IDfB3) =0 = —27T+X=0 = \=27.

Vamos supor que a equagdo f{x) = x* + px’> + g = 0 tenha uma raiz r tripla.
Entio deveremos ter f{r) = fUr) = fOU) = 0e fO) # 0.
f = 4%} + 2px

fOx) =12x2 + 2p =0 = x* = _% - X = i‘\/_%

Substituindo esse valor em f(x) = 0 e f)x) = 0, temos:
=2} p(eV -2 ) s q=0 = 5p2 =36
- 6 p - 6 q - P° = q
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468.

469.

470.

471.

4(:@)3 + Zp(i@) =0 =p=0

portanto a condi¢do para a existéncia de uma raiz tripla é p = q = 0 (absurdo).

fx) = x> + px + q = 0; f{O(x) = 3x2 + p; fO(x) = 6x; fI(x) = 6.

Entdo, se existir um numero r tal que:

a) fir) = fOr) = fO(r) = 0, teremos uma raiz tripla, ou seja:
fP%) =0 = 6x =0 > x = 0.
f0) =0 =gq=0¢e fMO) =0 = p =0.

L) fir) = fO0) = 0e fOF) # 0, teremos uma raiz dupla, ou seja:
X)) =0 = 3%+ p=0 » x = ii@

3
/ N 3 ~

f(i_gi)zo = ( 33") +p(i ;’p)+q=0 = 2ipV3p = -9q =

= (2pV3p)? = (-9q)* = 4p® + 27q* = 0.

Analogamente,

\/g_p)=0 = 4p + 272 = 0.

—i

f(x) = x> — px ~ q = 0. f(x) = 3x? —p; fOx) = 6x.

Se existir um nimero r tal que f{r) = f%) = 0 e fOr) = 0, teremos uma
raiz dupla. Entéo:

fx) =0 = 3x2-p=0 = x=t\/§_p
()0 - (2] o 2) 1o -

—2pV3p =99 = (—2pV3p)? = (9q)* = 4p’ = 27q> = 4p’ - 27q = 0.
Analogamente,
——331) =0 = 4p3 — 27q2 = 0.

-2+ x4+ m—1=0; f%x)
Se existir um nimero r tal que f(r)
raiz dupla. Entdo:

i

32 — 4x + 1; fO%x) = 6x — 4.
S = 0efO0r) = 0, teremos uma

%) =0 =232 —4x +1=0 2 x=1oux = —.
I)f(l)=0=>m-—l=()am:l;f(z)(l)=2;ﬁ0
1y _ _ =23 ofl) _
fx) = x> + ax®> + 3x + 1 = 0; fO(x) = 3x2 + 2ax + 3;
fOx) = 6x + 2a; fOx) = 6 = 0.

Se existir um nimero r tal que f(r) = fUNr) = SO = 0e fO) = 0, tere-
mos uma raiz tripla, ou seja:

472.

473.

474.

M) =0 = 6x + 22 =0 =% =~
Do(-2) 0 - e es0aan s

II)f(—%—)=0 = 2a3-27a+27=0 & a =3 ou
De (I) e (1), a = 3.
Xt — px — q = 0; fO(x) = 4 - p; fOx) = 12x%.

2,
Se existir um nimero 7 tal que i) = fO() = 0 e fO(r) # 0, teremos uma
raiz dupla. Entdo:

3
f)x) =0 = 4x> ~p=0 = x=\/%,
3 3 4 3
p = _E’_ — . \/'i — =0 =
(V) -0 - (V) -t -
(——3p . \3/_3_)3 = (4q) = 27p* + 256q° = 0 e, portanto, 27p% + 256¢° = 0
J .
¢ a condicdo do problema e x = \/g— ¢ a raiz.

f(x) = x* + mx® + 8x — 3 = 0; f(x) = 4x> + 2mx + &
fAx) = 12x* + 2m; fO(x) = 24x.

- ) -
Se existir um namero r tal que fir) = fO() = ) = 0e fOr) # 0, tere
mos uma raiz tripla. Entdo:

. V6m
fOx) =0 = 12% + 2m = 0 = x = *i—p
N Jem \3 N

I)f“’(i 2’“)=0 = 4(i—6g“l) + 2mi g’“ +8=0=
mivém = —36 = m? = -6’ > m = —6.
Analogamente,

—i“?“):o > m= —6.
Temos: X = *i gm = t] e f(x) = x+ — 6x*> + 8x — 3 = 0.
II) f(1) = 0 e f(—1) = 0. Aplicando Briot:

1 0 -6 8 -3

1 1 -5 3 | o

1 2 -3 ] o

1 3 | o
recaimos em x + 3= 0e dai x = -3 e, portanto,

S=1{1, -3}em = -6.

fx) = x* + mx ~ 2 = 0; fOx) = 3x2 + m; FPX = 6x.
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475.

476.

477.

68

Se existir um namero r tal que fr) = fY0) = 0e fOr) # 0, teremos uma
raiz dupla. Entdo:

fx) =0 = 3x+m=0 = x:ti.___";m
V3m V3m V3m
—3 +m1—3——2=0.

(m1\/ =9 = m=-3 = x=*];f(x) =
f(—-1) = 0 Aplicando Briot:

3-3x - 2;f(1) #0 e

1 0 -3 -2 -1

1 —1 -2 | o ~1

B 21 o

recaimos em x — 2 = 0 ou x = 2. Portanto, S = { -1, 2}.

ax" + b=0,a0,b0.

Vamos supor que a equagdo admita uma raiz dupla r. Temos flx) = 0 e
SfD(x) = 0. Entdo:
DY) =0 = nax" "' =0 = x = 0, pois a # 0.

IMfO) =0 = a-0"+b=0 = b =0, 0 que é absurdo, pois b = 0.
Portanto, a equagdo ndo tem raizes miltiplas.

x) —ax + b =0,ab = 0.
Seja r a raiz dupla. Entdo: f(r) = fO(r) = Oe fO) = 0. .
fOx) =0 = 3x) -a=0 = x = \/;_a'

+b=0 = 2av3a=9 =

f(\/3a) 0 (\/3a )3 V3a
= = —a-

3 3 3

= 4a’* ~ 27b? = 0 e, portanto, a ¢ positivo.

3x4 — 8x3 — 6x2 + 24x + k = 0.

Seja r a raiz dupla. Entdo f{ir) = fU(r) = 0. Temos:
fOx) =0 = 12x3 — 24x? — 12x + 24 =0 =

X -D-2x-1D=E-Dx-2)=0 =
x=1loux=—-]oux = 2.

f(—1) = 0 (condi¢do do problema) = k — 19 =0 =

k = 19e3x* — 8% — 6x*> + 24x + 19 = 0. Aplicando Briot:
3 -8 —6 24 19 l -1
s w T o
3 -14 19 | o

o s o

recaimos em 3x2 — 14x + 19 =0 = x = - 321\/5‘.

7 +2iV2 7 - 2iV3
S=1{-1, 3 . 3 .

478. a) Ver item 91, pagina 112.

b) f(x) = 2x* — sen ax? + cos’a = 0
fO(x) = 6x2 — 2 sen ax
Se f tiver uma raiz miltipla r, entdo f(r) = fO9r) =
Entédo:
fi)x) =0 = 6x> — 6senax = 0 =x(x — sena) =0 =x = 0 ou X = sena
DfO) =0 = cosla=0 < a=—’2’—+ kr, k € Z.

T
I)fsena) = 0 = —-sen’a +cosfa =0 & a=—7+ kn, k € Z.
¢)Sea = T +knoua= —7?:— + km, com k € Z, vimos que a equacio admite
2
uma raiz dupla e, em conseqiiéncia, uma terceira raiz simples.

Seo # Tt knea # % + knt, comk € Z, aequagio tera trés raizes simples.
’ 2

479. A)z=x +iy = lzl =vx2+y* ()

. o arape
1 _ x-iy |Ll=._"_+—y~(n)
z X2 + y? z X+ y
1_Z=(1—x)—iy=»I1—z»|=V(l~X)2+y2(IH)
Temos:

1
de(@edl): (1 —xP+y=x>+y: = X =5

X+ Y +i. V3
de (I)C(II).W—X y = Yy = 1 ——2 .

. 1 . V3 __I___iv3
Portanto.z=7+t——2—ouz— > —

B) P(x) = x) + ax> + bx + ¢; P/(x) = 3x2 4+ 2ax + b
I) P(x) ¢é divisivel por P’(x):

¥+ ax + bx +c |3%® + 2ax + b
2ax? bx x .2
s T 3t
2
a;( + Zt;x + e
ax? 2a%x _ ab
I 9 9
6b — 2a? 9c — ab
g Xt
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(6b — 2a%)x + 9c — ab =0 =
6b — 2a2 =0 = a? = 3b (1)
9c — ab =0 (2)

II) P’ (x) é divisivel por x — I:

3 2a b | 1
3. 2a+3| 2a+b+3

2a+b+3=0 ()

De (1), Qe (3),temos que: a = —~3, b = 3ec = —1.

480. Seja k; o coeficiente do termo em x/% - i
Temos:
ki = (sen 1° + cos 1°)(sen 2° + cos 2°) ... (sen i° + cos i°).
Desta forma, para i > 135, um dos fatores que compdem &, é
sen 135° + cos 135° = 0, ou seja, k; = 0. Entdo os termos que tém coeficien-
te ndo nulo vdo desde x/80 até x/30 - 134 = 46,
Conclusdo: a multiplicidade de zero como raiz do polinémio é 46.

481. X 3
X+ 6 2—0 — 2—0
X+ 4% + 3x2 —4x — 4| x> — 2x2 - 5x + 6 120k + 20x — 40 =1,
20x% + 20x — 40 0
L—W——‘_—J
I
mdc(f, g) = mdc(g, 1) = %rl =x*+x -2
482. X2~ 2x+ 4

X+ 2+ 3+ I+ 3+ 2 x+ 43+ 42— x -2
—6x3 — 13x2 + 3x + 10
L. J

v

n

_x _ 1
6 36
X+ 4x3 + 42— x — 2| —6x — 13x* + Ix + 10 =1,
19, 19 19
EXR VNt
C g J
Iy
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483.

484.

485.

486.

488.

489.

© 490.

_ 216 " 180
19 19
19 19 19
Rvd _ 2 — %2 e =
6x 13x* + 3x + 10 36 % + 12x+ 8 Ty
0
36 2
mdc(f, g) = mdce(r,, rp) = o2 = X + 3x + 2.

f=@ -1 - x+1)P=x-1D - x+1)
ge=0+Dx -1 =(x+ DE* - x + 1)}x — 1), entdo
mdc(f, g) = (x + D — 1.

Sejam g, € g, os quocientes da divisdo, respectivamente, de f e g por (x — a)’;
q € r o quociente e o resto da divisdo de f por g. Entdo:
f=q -x—-afsg=q x—-a);f=qg+r =
r=1f-qg=qx - af - qqx — a)f =

= (x — a)*{(q, — qq,) e, portanto, o resto da divisdo de f por g também ¢ di-
visivel por (x — a)’.

f=5(x — 2X(x — 4*(x — 3)*
g =4x — 2x — Hx + 1)
mdc(f, g) = (x — 2)(x — 4)%

f=-DPx+1P=x-1DPx+1°
g=(x—- D% + 1*
mde(f, g) = (x — 1)’(x + D

X 3
X+6 —2-6‘56
x4+ 4x3 4+ 3x%2 — 4x — 4] x2 - 2x%2 - 5x + 620x% + 20x —40
20x2 + 20x — 40 0

entdo, mde(f, g) = x> + x — 2 easraizescomunsafegsiole —2. f(3) = 0;
f3) # 0, g(—~1) # 0e f{—1) = 0; portanto, as raizes ndio comuns sio:
—1defe3deg. '

f=x3-ax? —bxx +ab? = (x> — b¥x — a) = (x + b}(x — b)(x — a)
g=x>+bx?—a% —alb = (x2 - ad)(x + b) = (x + a)(x — a){x + b)
Temos, entdo: mdc(f, g) = (x — a)(x + b)e, portanto, as raizes comunssdoae — b.

f=x*-1=&+DE+ Dx -1
g=x(x2+1)
h=x4—x3+x2—'x=x(x2+1)(x—1)

7
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Entdo, mde(f, g, h) = x2 + 1.
Raizes comuns: /i e —i (raizes do mdc).

As raizes de g(x) = x° — 3x + 2sdo le 2.

Impondo que sejam raizes de f{x) = ¥’ — 3x2 — 4x + a, temos:
f) =0 =1 -3-4+a2a=0= a==¢6

fQ) =0 = 8- 12-8+a=0= a=12

Conclusdo: ¢ = 6oua = 12.

Px)=x"+ax""!'+ ... +a,_x+a,

Qx) =nx"~!'+ - Dax*~2+ .. +a,_, = P'(x)

Se mdc(P(x), Q(x)) = x — a, entdo « ¢ raiz de P(x) e de' Q(x); portanto, o po-
de ser raiz dupla de P(x).

Seja f = x" — 2x? + xl?e g = x¥* — ]. Entdo:

f = x2x - 1)

g=Cx+Dx -1 :
mme (f, g) = x'2(x — D¥x + 1) = x!5 = x!4 — x13 4 xI2
mdec(f, g) = x — 1.

f=x*-1=@&x+Dx-1

g=(x— 1y
h=x—-1l=@x-Dx2+x+ 1)
Entdo:

mme(f, g, h) = (x + D(x — 122 + x + 1)
mdc(f, g, h) = x — 1.

2 + 3 _ 1 =2()(+1)+3(X—1)—,1
x — 1 x + 1 2 —1 x-Dx+1)
_ 5x-2
T ox -1
L, -3 _ x+4 13 2
24+ 2x+1 x2 -1 X2+ 3x +2 (x4 1) x + 1 X+ 1
1 +3x+1)-2x+1) X + 2
x + 1)? o+ IR
1 1
+ _

- 1Px-2°  (x-1Px -2

Multiplicando ambos os membros por (x — I)’(x — 2), temos:
x-1D+x-2)=0

2Xx -3=0

- 2],

505.

506.

507.

508.

X a b

= + X # +1
x2 -1 x — 1 x+ 1) ( 1)
_ X ax + 1) b(x — 1)
Entéo: = +
x2 -1 x2 -1 x2 — 1
X (@a+bx+(a—->b
= =
x2 -1 x2 -1
a+b=1 _ 1
=’[a b=0 ~3=b=7%
1 __A Bx + C
x-bxx+1n x-1 x4+ 1

(A+BY + (C-Bx+A-0 ..
x - 1D+ 1)

A+B=20
C-B=0
A-C=1
Resolvendo o sistema de equacgdes, temos: A = %; B=C-= —%.
x e, B _@tPx+B -
x+ Dx -1 X + 1 x — 1 x+Dxx-1
Temos:
a+ =1 _a_ 1
{a—ﬁ=0 = e=f=>
a, b, ¢ sdo raizes da equagio x* —5x + 6x = 0, entdo:a = 0; b = 2ec = 3.
6 — 5x _ A + B C
¥-52+6x x-—0 X—2 x—3
_ (A+ B+ Ox2— (5A + 3B + 20)x + 6A
x3 — 5x% + 6x
Temos:

—(5A +3B +20) = -5

[A+B+C=0
6A = 6

. Resolvendo o sistema de equacdes encontramos: 4 = I; B = 2e C = -3,

Portanto, alternativa c.

1 _ A B _ (2A + 2B + (A — B)
Cn—-1D@2n+1) 2n-1 2n + 1 (2n — D@2n + 1)
decorre 24 + 2B = 0 e A — B = 1. Resolvendo esse sistema, vem
A= % eB = —-é. Vale, portanto, a identidade:

1 1 1

@r-D@n+1) 2@2n-1) 2(2n + 1)

+
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Abplicac¢io:
1 1 1 1 1

S=T3* 75 53t 79 " @m oD D -

_(L_L)+(_L__L)+(_1___1_)+1_1 '
=z~ % 6 ~10) T\io "1@)t\iga “ 1)t T

I
1 1

+( i B 1 ) B
22n - 1) 22n + 1)/ "2 2@n + 1)

Para n arbitrariamente grande, ﬁ tende a zero e S tende a

5
f=x-2x2+L;g=x2+x—-2
f(x) = q(x) - g(x) + 1(x)
x3 — 2x2 +1 |x2+x-2
—x3 — x2 + 2x X — 3 = g(x)
-3+ 2x+ 1
3x2 + 3x — 6
5x — 5 = r(x)
Temos:
fx) A B £(x) A . B
) Wt T YT Y e W xo T Y3
r(x)= A + B _ (A+Bx+2A-B
£(X) x-1 X +2 R
A+B=35
2A - B = -5

Resolvendo o sistema: A = 0 e B = 5 e, portanto, o valor de B é 5.

P(x) = a(x — xg)(x — X)) com X; # X,
Q) = a’'(x — x}(x — x;) com X, # X,
Pelas rela¢des de Girard, temos:

b ’
+X=--—2=8€ + X, = —
Xo 1 a Xo 2 a’

e decorre dai:
’
Xy = ——— — X3 € X, = ——— — Xq.
1 a 0 2 a’ 0

Temos, entdo:

P(x) = a(x — xo)(x + % + xo)
QW = a'x — xfx + o + %)

mmc(P, Q) = x — xo)(x + % + xo)(x + -g—:—— + xo).

=

511.

Vimos no item 89, na pagina 108, que todo polindmio pode ser colocado na
forma de um produto de fatores do 1° grau. Entdo vamos escrever f e g como
produtos de fatores da forma x — r;, em que r; é raiz do polindmio f com mul-
tiplicidade m; e de g com multiplicidade n;:

f=(@x—r)™x — r)™x —ry))™..x - r1)m

g = (X — [P — )X — 1) (X = T

Temos:

mde(f, g) = (x — r)*(x — r)*¥x — 1) ... (X — 1) em que ; = min{m;, n;}
mme(f, g) = (x — 1)P(x - 1)fqx — ry)» ... (x — ) em que §; = max{m,, n;}
entdo f - g e mdc(f, g) - mmc(f, g) sdo produtos formados por fatores do tipo
(x — r)m™ +n, idénticos dois a dois, e portanto iguais.
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